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PROOEMIU 9.

NEminem latet, in AEquationum Cubicarum
refolutione,, methodo vulgo Cardanica nun-
Cupata , valores radicum realium imaginariis im-
plicitos erui, eofdemque nullo artificio ad formam
finitam realem ad hanc ufque diem redigi potuif-
fe. Ceg quai on travaille inutilement depuis deux
a 2 cents.



cents ans ( Alembers Enciclop. Cas irredudlible ) .
Hujufmodi veluti quadam in ipfo Scientiz limine
lacuna omnes, quotcunque Algebram coluere, jam
inde a Cardan: temporibus follicitos habuit. Et pri-
mo , qua id de caufa fieret, inquirere diligentius
czperunt. In quo quidem diveri diverfa afferunt,
nec in unum omnes , circa myfterii enodationem,
Mathematici conveniunt. Id tamen confe@um , ra-
tumque paflim: videtur , obfcuram potius formam
Cardanicam dicendam eflc, quam fallacem , eam-
que reale quidpiam exprimere , etiamfi imaginariis
fignis involvatur . Cum enim Aquationis radix
reapfe it realis , atque ejus fit Cardanica Radicis
expreflio forme, qua evoluta reftificari,, imagina-
riifque exui poffe videatur, cur exiftimandum
haud erit eandem revera finitum aliquod reale
fignificare , imaginariis , virtualiter faltem 5 COft=
trarietate fignorum' elifis ? Nihil aliqui prater
hujufmodi fufpicionem in medium adduxere . A-
lii vero longius progrefli , ejus rei demonftratio-
nes , non eafdem tamen omnes , condere &
proferre: conati funt. Profefto - vix quemquam a
Cardano- fuiffe , facile credam, qui cum in hu-
jufmodi Studiorum genere: aliquanto. procefferit ,
tam parum fibi confidendum exiftimarit, ut vi-
res quodammodo novas in re nondum defpera«
ta , {e irrito comatw exerciturum »- arbitratus

fit ..

fit . Id mihi quoque accidiffe , meditatio hec
ipfa. monet qualifcunque . Occafione enim dif-
quifitionis cujufdam perilluftri Inftituto Scient. Bo-
nosienfi deferende, circa AEquationes tertii gradus
verfanti in animum venit, ut, alendz induftriz
gratia, Cafum quoque irreduétibilem aggrederer,
mihi faltem , fin publico , difficultate penitius
introfpecta , fatisfalturus . Cum vero recordarer
tot fummos tum prateriti cum zvi noftri Mathe-
maticos, irrefolutum id omnes reliquiffe , propius
nihil eft fattum , quam ut a fufcepto confilio re-
vocarer. Res tamen fzpe rem trudit, difficultate
ipfa aliquando ftimulos admovente . Quo quidem
fatum , ut , quaftione undequaque adorta, ca-
dem ipfa via, qua ad reductionem , fi haberi
poflet , Formule Cardanicz ad formam finitam
imaginariis immunem intendebam , eo paulatim
devenerim , ut , Binomium Cardanicum valoris
profetto effe neceffario realis, forme autem ne-
ceffario imaginariz , demonftrarem , intima Se-
rierum Theoria facem quodammodo praferente .
Oblata proinde neceffitate’, potius quam occafio-
ne , graviflimas difficultates enucleandi , quz in
Sericbus prafertim divergentibus occurrunt , in
co totus fui , ut ipfam Serierum infinitarum
genefim  penitius fcrutarer , evolveremque ; In
quo fortafle haud cmnem mihi perditam fuiffe
ope-



operam cognofcent , qui hifce perlegendis paullu-
lum immorari non inutile exiftimabunt. Cete-
rum quidquid fit , quod Exercitatiene hac no-
fira in re difficillima praftare pro viribus datum
fuit, Geometris , ut par eft , dijudicandum re-
linquimus .

S E-

~Ni

SECTIO L

DEFINITIO

AW Quatio (A) tertii gradus

Wepra g = o0--------(A)
fecundo termino deftituta, quz po-
: fitis p, ¢ quantitatibus rationalibus ,
nullo cujufcunque formz divifore ad inferiorem
gradum deprimi poteft , Cubica Zquatio nuncu”

patur .

C OR OL L
§. IL

Aquatio ideo tertii gradusin genere, quz cu-
jusvis formz Divifore ad inferiorem gradum depri-
mi poteft , etiamfi radicibus fit pradita realibus,
inzqualibus, atque incemmenfurabilibus, Zquatio
Cubica proprie dici nequit.
i PROP.



§ SECTIO I
P R O P I

s IIL

Radices Cubice ZEquationis (A)
Bt PX o G 0 e (A)
ad methodum Carden; definire.

RESOLUTIO.

. P . 3
Fiat x = y + ~ , Erit a2 = 93 4 + =
x J 3y Y+ py 2

3

%},3, ideoque fa&a in (A) valorum x in y fublfti-

3
tutione, prodibit Y=gy + -‘;7 =0 veeeaa(B)
Refoluta Aquatione (B), habetur

. 3 q . g‘ z; N
= \/(';\/(; . 27)
Hinc x = 3V<—§-+ \/(%’. ...%)) + P
s q < _ b
V(& y( T2
Quare, fecundi termini Binomii numeratore , &

denominatore in 3‘/(.% — V(%: _ £)>

duélis, exurget Radicis Fquationis (A) Cardani-
ca expreflio, quam omnium primus invenit Scipio
Fevis,

x =

SECTI1o0 I g
= VEVE-E2N V(L -
V(£-£))....0eEL

SCHOLTION.
§. IV.

Quotiefcunque in Cubica Fquatione (A), col-
latis inter fe invicem valoribus p, ¢, eft 2’ majus
’ 2

2 . L]
quam Z , neminem latet, Aquationem radicibus

4
tum inzqualibus cum realibus preditam effe; quod
dudum demonftratum eft . Verum in ZEquatione

3 2
(C) §. IIL. quotiefcunque eft —5‘7 majus quam % )

valorem ~ in p & g imaginariis implicari, mani-
feftum eft. Qua de caufa fiat, quove methodi , fi
quod ineft, vitio, ut quod reapfe reale efle debet,
fub forma appareat imaginaria , diligentius primo
inveftigemus .

PROP. IL
§ V.

In Aquatione tertii gradus fecunde termino
deftituta, cujus omnes Radices fint reales , atque
inzquales, Triens quadrupli coefficientis tertii ter-

b mini



10 SECTIO L
mini pofitive fumti majus cft quadrato cujuslibet
radicis Aquationis.

DEMONSTRATIO.

Sint ZEquationis radices a4, = b, — ¢, vel
~ a, b, ¢; & quoniam deficit terminus fecundus,
erit # = b + ¢, atque AEquatio hujus erit for-
mz 53— (b wbe +c* )x & be(b+c) = o, di-

4b*+ g4bc + 4¢*

€0, quantitatem majorem effe qua-

drato cujuslibet radicis 4*, vel ¢ty vel br +2be 42,
Etenim, quod ad quadrata 4* vel ¢ attinet, res eft
per fe manifeta . Quod vero ad alterius radicis
quadratum , cum fumma quadratorum duarum
quantitatum major fit duplo earundem produéto,
erit 5*+ ¢* > 2bc. Quare b* + gbe + o' > 6bc 5 ideo-
que 45" + gbe + 4t > 30+ 6he + 3¢* . Ergo
4b* 4 g4he + 400
3
radicis =4 Fc. Q. E. D.

PR OP IIIL
§. VI

> b + 2bc-+ ¢, quadrato fcilicet

In AEquatione tertii gradus fecundo termino
deftituta, cujus omnes radices fint reales, atquein-
fuper duz inter fe @quentur , Triens quadrupli

coef-

SECTIO I i1
cocflicientis tertii termini pofitive fumti zquale
elt quadrato radicis maxime /quationis.

DEMONSTRATIO.

Pofitis, qua in praced. Prop., fiat ¢c=4. Erit
radix maxima = =% 24, utraque vero zqualium
40" + g4bc + 40

3
quadrato {cilicet radicis maxime 256, Q.E.D.

radicum = % 4, atque ideo =402,

PROP IV.
§. VIL

In Aquatione tertii gradus fecundo termino
deftituta, cujus binz radices fint impoflibiles, exi-
ftente tertio termino negativo ,» Triens quadrupli
coeflicientis ejufdem termini tertii pofitive fumti,,
minus eft quadrato radicis realis Aquationis.

DEMONSTRATIO.

Efto hujufmodi Equatio a? + (a* ~30*)x — 20%
—2b* =0 cujus binz radices{unt imaginarie, rea-
lis vero radix x = 24. Et quoniam tertius termi-
nus negativo figno affici debet, erit 346*> 4*. Qua-
re Triens quadrupli coefficientis termini tertii pe-

. T2t 120'—4a®
fitive fumti erit ———4——. Jam vero sl T4s

b 2 minus



12 SECTIO L

. . 12 0% = 4a?
minus eft quam 12 6*; & proinde 4

< 4b%

quadrato fcilicet radicis realis Aquationis . Ergo
&ec. Q. E. D.

COROLL. L
§. VIIL

Hinc in ZEquatione tertii gradus in genere
3w px T ¢ = o cujus omnes radices {funt reales.,
atque inzquales, nulla efle poteft radix major quam.
zv—: , neque ipfi zqualis..

COROLL. IIL

§ IX.

Si autem, radicibus pofitis realibus, binz fuerint'
inter fe 2quales, erit radix maxima = =+ 2V—§ 5
prout fuerit ¢4 negativa quantitas vel affirmativa.>

COROLL IIL
§. X,

Quod fi radices binz ponantur impoffibiles,
radix realis major eft quam 2 \/%-:

PROP.

SECTIO I 13
PROP V.
§ XL
In ZEquatione

X = Y - .-F-

3y

quotiefcunque eft x « 2 v—'z yhocelt x* < 4p:3,
valor ipfius y eft impoffibilis.

DEMONSTRATIO.

Refolvatur enim =zquatio , ut prodeat valor
y in x. Exurget

V(-1
— 2= i
y = "

in qua fi fuerit »* < A , manifetum eft fore y
quantitatem imaginariam : ergo &c. Q. E. D.

COROLL.
§. XIIL

L X .
Si igitur fuerit ; zquale vel majus quam 4 ’
valores ipfius y erunt reales .

PROP.



14 SECTI0 L
PROP VL
§. XII.

Pofitis binis zquationibus
X3 -t Px'_’ ?‘~:00ll'nlllln (A)

4
—y o 0, eheees (B
xmy = S ®)

L. Si zquationis (A) fuerint radices omnes tum
reales, cum inzquales , atque in zquatione
(B) loco x fubftituatur radix quazlibet zqua-
tionis (A), evadit y imaginaria.

IL. Si autem in zquatione (A), cujus funt radices
reales, fuerint binz inter fe zquales, & in
@quatione (B) loco x ponatur radix maxima
®quationis (A) , valores y erunt reales.

UL Pari modo fi in zquatione (A) fuerint binz
radices imaginariz, & realis' radix ejufdem
zquationis: {ubftituatur loco » in =zquatione
(B), valores y erunt itidem reales.

DEMONSTRATIO.

Nam, quod ad I. Prop:. partem, qualibet ra~
dix x @quationis (A) minor eft quam 2y/p:3
( §- VIIL ). Valores autem fpeciei y in &quatio-
ne (B) funt impeffibiles, quotiefcunque eft = mi--
mor quam 24/p:3 ( §. IX. ). Ergo &c..

Quod.

SECTI1O0 L 1
Quod vero ad I & IIL, radix maxima x
®quationis (A), in qua funt radices omnes rea-
les, atque bine inter fe =quales, zquatur 2¢/p: 3
( § IX. ); vel exiftentibus in eadem =zquatione
binis radicibus imaginariis, radix realis major eft
quam 24/p:3 ( § X. ). Valores autem y funt in
zquatione (B) reales, fi fuerit x zqualis 24/p:3,

vel eodem majus ( §. XIL ). Ergo &c. Q.E.D.

SCHOLION.
§. XIV.

Quod fi fuerit ®quatio »*-+px T g= 0, cujus
binz radices funt impoffibiles 5 atque fumatur
%= y~p:3y, pofita in hac zquatione , loco x,
radice reali =quationis tertii gradus , valores y
erunt reales. Refoluta enim, ut ante, zquatione

x=y —pi3y, fity= ;‘r:-" 4 3 /> 1 qua,
exiftente p quantitate affirmativa, ex hypothefi,
{pecies y nufquam imaginaria evadere poteft.

CO-



16 SECTIO L
COROLL
§. XV.

Colligitur hinc manifefto Binomium Cardanicum

- 2 g3 3 o p3
V{E-VE-E)-V(E-V(E-5)
neceflario imaginariis valoribus implicari , quotie-
fcunque =zquatio refolvenda radicibus fit przdita
tum realibus cum inzqualibus . Nam eo prorfus
redit Cardani regula, ut propofita zquatione (A)

( § XIIL )

X g =04, (A)

Xm=y—p:3y =o...... (B)
fingatur zquatio (B), quo valores 7y, & proinde
ipfius x in p & g commode eruantur. Quod pe-
rinde eft ac fi radices zquationis (A), loco x,
fubftituerentur in zquatione (B . Radicibus vero
@quationis (A) pofitis tum realibus cum inzqua-
libus , fi una qualibet earum loco x {ubftituatur
in zquatione (B), fit y imaginaria ( § x11r ).
Ergo & qui ex Cardanica fubftitutione prodeunt
valores in p & g ipfius y erunt imaginarii . §j j.
gitur in zquatione (B) ejufmodi ponantur valg-
res y , valorem itidem in p, & g ipfius x imagi.
nariis implicari, neceffe eft. Quo quidem per{pi-
cue licet intelligere , cur eo ipfo quod in 2qua-

tione

SECTIO 1 17
tione (A) omnes radices x fint reales, & inzqua-
les, valor ejufdem » in zquatione (B) fub for-
ma appareat imaginaria. Cum enim valor y in (B)
fubftituendus pendeat a valore , quem obtinet x
in zquatione (A); atque valor ejufdem x in hac
zquatione major efle noa poffit quam 24/p:3,
neque ipfi zqualis; quantitas vero « realis effe ne-
queat , nifi fit x major quam 2¢/p:3, vel ipfi e-
qualis, perfpicuum eft , quantitatem x in 2qua-
tione (B) formam induturam imaginariam , ubi
eidem valor imaginariis involutus tribuatur.

SCHOLION
§ XVIL

Quz breviter attulimus, undenam imaginario-
rum implicatio illa in Binomio Cardani oriatur ,
fatis dilucide patefacere videntur. Indolem igitur
ipfius Binomii penitius aliquanto fcrutari , atque
evoluere operz pretium judicamus . Et primo qui-
dem inveftigandum eft an ita ejufdem termini fint
comparati , ut reapfe , virtualiter faltem , contra-
rietate fignorum fe mutuo deftruant imaginaria .

C PROP.



18 SECTIO I
PROP. VII
§. XVIL

Formule Cardanice in cafu irredu@ibili ter-
tii gradus

V{EVE-D)- V(- (E-2))

naturam explorare.

Ponatur a\/(§+\/(§~§)> =R -+ \/—-S .

Quare ad tertiam Poteftatem elatis quantitatibus,
prodibit

q 7. 2\ s
FV(E-E)= R 3R Vosmgrs—sy/ s,
Hoc pofito, binz fingantur Relationis &quationes

inter R, S, p, ¢ hujufmodi
R* ~ 3RS = Z

R Y -5 ~ sy/-5 = \/(%_2%)
vel

R~3RS= Z..., ., <. (A)

3 .

RS ~ 5= \(2-2) (g
Quocunque modo expungatur indeterminata S ex
binis zquationibus (A), & (B), ut Relatio pro-~
deat inter R, p, g5 vel hzc elicitur zquatio

R’ ~

SECTIO I 19
8
R°~ 18R® - 81 R’ %?R“_;-ISQR’ — _;i R+

-—.(_p?_"_sz__q’) R? —~ 9'3:R:.__ ZS_’___: 0 +eee.(C)
methodo , quam Preftant. Eulevus in A&tis Acad.
Scient. Berolin., ad an. 1764 , exhibuit, vel hujuf-
modi fimplicior, ratione jam ufitata,
R7 ~ f e U RH(’—;l 2 §>R_*
2 3 3
+(E - Dr-LrR~L=0.....(D)
Ut igitur @quationes (A), & (B), fimul locum
habere poflint, ea inter R, p, g Relatio efle de-
bet, qua exprimitur per zquationem (C) vel (D).
ZEquationibus autem (A), (B) locum habentibus,
cxiftet pariter zquatio

Iy £-L)= R —3R*Y/ -5~ 3Rs +s\/ s

vel hac

VE-VE-D) = n - -

& proinde hec ®qualitas

3 13 3 : g p3 -
VEVE-)-V(E-VE-D) -
2R .....(E)

Cum autem zquatio (C) vel (D) fit gradus im-
paris, unus certe dabitur faCtor realis formz R +
# = 0, hoc eft quantitas R uno faltem valore in
7» & g donabitur prorfus reali. Ergo fuffe@o in

c 2 (E)




20 SECTIO I
(E) ejufmodi valore, Binomium Cardanicum quan-
titati reali fiet ®quale. Explorata eft itaque natura
formule Cardanicz in cafu irredudibili tertii gra-
dus. Q. E. F.

SCHOLTION.
§. XVIIL

Duo igitur confecimus . Implicationis primum
imaginariorum originem veram cognovimus in Bi-
nomio Cardanico; idemque ita imaginariis quanti-
tatibus involvi, afficique deduximus, ut reale pe-
nitus efle demonftretur , etiamfi fub forma appa-
reat imaginaria . Cujufnam autem efle pofiit for-
me reale id quidpiam Cardanica expreflione con-
tentum , obfcurioris aliquanto indaginis effe vi-
detur .

Primus , quod fciam, Cl. Nicole in A&tis Acad.
Scient. Parifienfis ad An. 1738, Binomium in Se-
riem evolutum infinitam exhibuit, e terminis rea-
libus conflatam, imaginariis quibufque!, contrarie-
tate fignorum, inter fe invicem elifis. Rem profe-
&o acu tetigifiet vir do&iffimus, fi Seriei naturam
ulterius difcutiendo, vel aftu, fi poffibile eft, fum-
mam imaginariorum implicatione immunem inve-
niffet, vel eandem faltem , forma finita tum rea-
li, cum imaginariis abfoluta , exprimi nequaquam

pofle,

SECTIO I 21
pofle, quod perinde eft, demonftraffet . Propterea
nodus etiamnum ex integro folvendus relinquitur .
In id itaque vires intendendz modo funt, ut Se-
riei e Binomio eduéte indolem diligentius aliquan-
to perveftigemus .

PROP VIIL
§ XIX.
Seriem in infinitum excurrentem ex aggregato
(A +VB)'+(A—VB)

definire.

RESOLUTIO.

Binomium A~ /B ad Poteltatem m eve@um
hanc prabet feriem

Lomo m(m—1) m(m —1) (m—2)
Am+ TA VB+_£.2 A"TB -+ 1.2.3

A"VB + &

Binomio vero A —4/B ad eandem Poteltatem ela-
to, feries prodit

P N s

Am—
T 1.2 1.2.3
Ar=3/Bs 4 &¢
Quare feriebus binis in unam fummam redaétis ,
feries



22 SECTIO L
feries colligitur (Q) , terminis in locis paribus
conftitutis, ob contrarietatem fignorum, fe mutuo
deftruentibus..

(A+ VB)"+ (A —VB)" =

2
A D) g 1) () (m3)
1.2 I.2.3.4

o &Covrereen (Q). Q.E.L

PR OP IX.

§. XX.

Formam feriei pro cafuirredudlibili tertii gra--

dus ex generali (Q) ( §. preced. ) derivare.
Refumatur Formula Cardanica (C) ( §.IIL )

= V(EVED)-V(E-VE-D)
& quoniam: \/(—* ~ ) \/(—- r)\/<;7_. £,
erltA:::-\/B“\/(—-x)\/ z;.—;) m=1:g;

ideoque , fubfhtuns hujufmodi valoribus in' ferie

praecedenti (Q), feries pro cafu irredudibili hanc:

habebit formam ex: terminis realibus conflatam

2V

SECTIO I 23
V@ (e VEDy
234( \/27 3

=~ ‘2“ ":: 2\/ 2‘7 4 Ll &Conn )
1.2.3.. ) )
E XN ENEN) (R). Q. E' Fl
COROLL,
s. XXI,
Hinc, pofito 337- f; T = %, feries (R)

( §. przced. ) hanc formam induit fimpliciorem
‘/C*“) ( 1 - ;_(2 2.5.824 g 20501425
2.3. 4 2300046
2023

W L & ) ciennes ().

2.3.., §

PROP.



24 SEGCTI10 1

PR OP X
§ XXIL

Series infinita, cujus eft terminus in genere
128 + §
18n* +2m— 1
exiftente » indice terminorum numero quolibet in-
tegro affirmativo, terminis conftat perpetuo de-
crefcentibus.

DEMONSTRATIO.

Ponatur n+1, loco n, ut terminus in genere
ordinis #+1 prodeat hujufmodi
122 + 17
187* +30n + 20
Antecedens itaque quilibet erit ad proxime fubfe-
quentem terminum, ut ’

120+ : 120 +17
187 +3a~1 ° 18s* +39n+ 20
hoc eft, ut ‘

2117 + 5580+ 4397 + 100 : 2111 + 3420*+ 307 —17
Verum, qualifcunque integer numerus fit #, ante-
cedens rationis eft manifefto confequente majus.
Ergo feries terminis conftat perpetuo decrefcenti-
bus. Q. E. D,

COROLL.

SECTIO I 28
€ OROLL
§ XXIIL

Quare feries, cujus foret Terminus in genere
128 +3

18n +3n—~1 3 vel

1874 14+ 4

18n+ 38 — 1
erit quoque decrefcens; atque Terminus Seriei ma-
ximus erit manifefto primus in ordine , cujus fci-
licet index » = 1.

I -

PROP XL
§ XXIV.
. 3
Quotifcunque fuerit in zquatione Cubica z%

¥ 3
majus quam 3—‘;759- , Series ex evolutione Binomii

Cardanici orta terminis conftat crefcentibys in
infinitum.

d DE-



25 SECTI10 L

DEMONSTRATIO.

Refumatur Series (S) ( §. XXL ), a Secundo ter-
mino incipiendo,

2 _ 2.5-82  2.5.. 141
2 2.2.4 2.300es
2-§....208
___—*2.3...8 &.veinnnn (S)
& quoniam Terminus in genere Seriei conftitui
poteft hujufmodi

2.5.8 ... (6n—g) 7~

2 3eenn. (28)
loco n ponatur #» 41, ut termini prodeant Seriei
proxime fubfequentes terminos ordinis 7, quorum
proinde erit Termmus in genere

Quare, pofitis A termino antecedente ordinis n,S
termino proxime fubfequenti ordinis n-1,erit unquc

A:s= 2:5:8....(6n—gq)z"
2.3.4.....(2n)
2.5-8...0(6n+ 2) e
2.3e4v0eu(2n+ 2)

hoc

SECTIO I 27
hoc eft, eiifo ubique communi multiplicatore , re-
daﬁxfoue quantitatibus,

A:S= (2m~1)(2n-+2): (6n—1)(6n+r2)2
Quo iefcunque igitur fuerit (6n~1) (6n+ 2) ¢
majus quam (2a+ 1) (2n+ 2), erit fubfequens
quivis terminus S fuo proxime antecedente major,
atque ideo termini Seriei continuo augebuntur.
Eft autem (§.xxr.)

2 g
2= — 1.'1. 4 )

37 4
Ergo termini perpetuo crefcent , fi fuerit

'(.'“ 4 ? 4) (28+ 1) (2n+2)

27 (6n~1) (6n~a)
hoc eft
99°( (2n+1)(2n+2) Y., ¢
((@)en2) ) 4
q* 7720+ 6on+ 16
4 36n*+6n— 2 )

27:’3

hoc eft >

vel etiam

P g , 180 15n+rg
£ ( 187+ 31~ + 30 X )
Quare , pofito m=r, ut maximus prodeat Setiei
terminus ( §. xx111. ), cujus eft terminus in ge-

nere
' d 2 18n



28 SECTIO 1
180 + 14n +4
18n* «3n—1
Termini Seriei (S) erunt continuo crefcentes, fi

I 377
fuerit = > E. D.
uerl pet 40 . Q.
PR OP XIL
§ XXV.

Quotiefcunque fuerit in Aquatione cubica 5

X3
minus quam -g—, vel iplt zquale, feries ex refolu-

tione Binomiji Cardanici evoluta terminis conftat
perpetuo decrefcentibus.

DEMONSTRATIO.

Ponatur enim, ut ante, A antecedens quili-
bet terminus, S proxime fubfequens , erit quidem

( 9 XXIV. )
:'§ = (anw1)(2n+2) 1 (6n~1)(6n+2)2
Termini itaque inSerie decrefcent, fi fuerit (ibid.})
__’ ra (18n+15ﬂ+4)

18'+ 3n — 1

Cum

SECTI1O0 I 29
187+ 1 )

Cum autem fit ——n—-—im-—4 unitate majus, erit,
18n*+3n—1

quocunque cafu,

g r18w+15n+4
<18n -3 1

A =S

3 2
Ergo exiftente, ex hypothefi, P-7- q;_, vel ipfi

®2quali, erit eo magns

& 185« 131 +4

5 ( 187° 430 —1
ideoque termxm Senex continuo decrefcent .
Q. E. D.

SCHOLION.

§. XXVL

Demonftratum eft jgitur feriem cafus irreduéi-
bilis effe perpetuo divcrgentem, quotiefcunque fue-

tit in Cubica Aqnatione z-—:> 3—7—9 5 atque contra

. P 209°
continuo fore decrefcentem, fi fuerit o < 20° vel

ipi =quale . Quid porro de ferie pronuntian-
3
dum, fi -2% intra hos limites conftituatur, ut fit
. 209
majus quam -;g—, minus vero quam ﬂ
PROP.
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PR OUP XIIIL

§ XXVIL

)
Si in Aquatione Cubica fuerit 2’3; intra limi-

. 20q* 2
tes conftitutum 22 374
40

atque - (i Ve
» alg 20 Series (S) (¢
XXI. ) terminis primo conftabit decrefcentibus; mu-
tata poftea lege fiet crefcens pergentque termini

divergere in infinitum.
DEMONSTRATIO.

. . Sm ]
Terminus Generalis 1-8 Rt L

T adtu evolva-

tur, ponendo fucceffive, loco 7, naturales nume-
ros 1, 2, 3 &ec.
Prodibit Series hujufmodi

37 33 211 44

23 372 oy g &
cujus utique termini decrefcunt ( §. xxr11.), pet-
gentque deerefcere etiamfi multiplicentur per com-

3

7 .
munem faltorem 5 » quo feries evadet

379* 5719 21143 44q"
o 0 a0 e 1 &e....... (M)

Certum

SECTI10 L 31
Certum itaque eft Terminum quemcunque Seriei
. . 209* . .
{M) majorem eflc quam PISE minerem vero prie-

. . . . 79*
ri termino in ordine -%z— . Cum autem ponatur

P ) 204 . 379" .
27 majus quam , minus quam 40 7 mani-

3
feftum eft, vel pofito % alicui horumce termi-

3
norum ®quali, vel intra duos conftituto , fore ;%
fingulis terminis antecedentibus minus, fingulis ve-

3
ro fubfequentibus majus . Verum ufque dum 2‘?;
18n%+ 131 +4
18n* + 3n—1
(S) decrefcere debent ( & xxv. ), contra vero cre-

2
minus eft quam %( , termini Seriei

3
fcere, i fuerit %eademquamitatemaius(§.xx1v.).

Ergo exiftente » numero terminorum initialium ,

. . r ..
quorum quilibet major eft quam bt Seriei (S) ter-
mini, ufque ad terminum ordinis # inclufive, pri-
mo decrefcent, deinde crefcere incipient, pergent-
que divergere in infinitum. Q. E. D.

SCHO-
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SCHOLION.
§. XXVIIL

Seriei cafus irreduélibilis (S) ( §. xx1. ) hucufe
que indolem ita evolvimus, ut, quando ex termi-
nis perpetuo crefcentibus , quandoque decrefcenti-
bus coalefcat , tuto pronuntiare poffimus. Ejufmo-
di itaque Serierum in infinitum continuitarum va-
lores in genere, a&u fingulorum parium differen-
tias fumendo, ulterius perpendi merentur. Sequen-
tia hunc in finem premittamus.

PR O P XIV.

§. XXIX.

Seriei, qu in infinitum protenfa fumma pra-
dita eft finita, nullum accedit augmentum, etiamfi
duplo, triplo, vel in genere . plo longius conti~
nuetur.

Ponatur enim id, quod poft infinitum Seriei
fuperaddi cenfetur, nequaquam evanefcere. Summa
Seriei in infinitum continuate haud erjt finita ;
quod eft contra hypothefim, Ergo &,

SECTI0 1 33
COROLL
§ XXX.

Si igitur, quod ex continuatione Seriei ultra
terminum infinitefimum oritur fit finitz vel infini-
tez magnitudinis, famma Seriei erit neceflario infi-
nita. Finita autem erit Seriei fumma, fi quod ex
continuatione ultra infinitefimum terminum gigni-
tur fuerit quantitaris prorfus evanefcentis.

SCHOLION.

& XXXI

Cryterium ex hoc facillimo principio , idque
uful accommodatum, colligitur, dignofcendi utrum
{feries quepiam propofita in infinitum continuata
{fumma donetur finita vel infinita. Summus Exlerus
demonftrationem inde derivavit progreflionis har-
monice
[ c (4 [

'; ) ;—:Z ) ”-—;Z &c""..am+(n—j)b“””” (A)
ut ut termini feriei perpetuo decrefcant, fummam
efle infinite magnam, tali palto (Com. Acad. Imp.

Petrop.ad An.1734.).
e Efto
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¢
- e o .
Efto Seriei(A) termmusmﬁmteumusﬁ_ G

denotante 7 numerum infinitcum . Continuari cen-

[
{eatur feries ab termino ————, ad terminum
a4 (1—1)b

A

7 T, Cujus index ai. Terminorum adjelto-

a4(ni—1)6> 7

rum numerus erit (n—1)7. Eft autem corundem

) ~ (n=1)ic )

fumma minor quam ~. ., > mMajor vero quam
n—1)ic hoc eft mi (n=—1)e .

B S 3 A <

a +(ni—1 Yp> B¢ €t minor quam “-———, maior

(p—1)c

quam “———=, evanefcente finita magnitudine 4

refpeétu /. Ergo fumma horumce terminorum erit
finita, ideoque fumma feriei (A) in infinitum con-
tinuatz, infinita ( §.xxx.).

PROP. XV.
§ XXXIL

Quantitas finita unitate major ad Potentiam
infinite magnam i eve&a infinitam conficit ma-
gnitudinem ipfo infinito ; inaffignabili infinitare
majorem.

SECTIO 1 33

DEMONSTRATIO.

Sit A quantitas finita. Et quoniam eft A ma.
jor unitate, ponatur A = 1 + .. Elevetur quan-
titas 1 -+ @ ad Potefltatem s. Erit
(1+a)=1+ Lu+i(i'—1)a*+ ’UMIX;_Z)»? +

I 1.2 1.2.3
&c. Cum autem pumeri finiti t, 2, 3, &¢. pre ¢
evanefcant, erit

: : . ., "” . "1
A= (1 wo) =ie 42, o op &c....

6
Sed faftum ex quantitate finita in quantitatem in-
finitam ordinis #, ejufdem eft ipfius ordinis fato-
ris infiniti. Ergo terminus quilibet infinitinomii

n

erit infinitum ordinis ». Cum vero infi-

. ®
. -
127

nitum ¢ fit terminorum hujufmodi aggregato inaf-
fignabili infinitate minus, erit A’ inaflignabili in-
finitate majus ipfo infinito 7. Q. E. D.

COROLL.

§s. XXXIIL

Facile hinc ftatui poteft eandem Poteftatem
A’ majorem quoque futuram , infinitate prorfus
€2 ina-
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inaflignabili, quam ™, dum exponens # in finitis
confiftat quantitatibus. Plura prieterea tum ad lo-
garithmos {peftantia infinitorum diveri ordinis
cum numeris infinitis comparandos, cum ad alia
in Theoria infinitorum, & infinitefimorum expla-
nanda derivari poflent: {ed alterius hzc effle loci ,
atque occafionis videntur.

PR OP XVL

§. XXXIV.
Seriei
2 2581428 2.5.8.267°
2 2.3l N 2310 T

2.4 8. 0eeiens (12 —10) 2"

2.34000es (g —2)
terminum infinitefimum definire.

RESOLUTIO.

Seriei (&) tribuatur forma (.)
(12n— Io)+ (12n—22) (128 —19) (128 —16)
(4n=2) (4n—6) (4n~3) (4n—g)
(120 —~13) (127 —10)7+"~*
G=3) =3 + &Covinnin ()

in qua

SECTIO 1 37
in qua fi ponatur in primo termino n=1, in fe-
cundo am=2, in tertio n=3, & ita porro, prodi-
bit primus terminus Seriei (a), fecundus, tertius,
& ita porro; Eritque hujufce forme Terminus in
genere ordinis n, qui fequitur
cooo e (12n—31) (120 —28) (128 ~23) (1271 —22)

vn&e (qu—0) (4n—8) (4n—7) (4n~6)
(rzn~19)(12n—16)(12n—13) (128 —10)z+""*
(4n=5) (4n—4) (4n—3) (4n—2)
In que facile videre eft numerum faCtorum cujuf-
que termini ordinis » foré 4s — 2. Quare in
termino infinitefimo , exiftente irdice # quantita-
te infinita = ¢, pumerus quoque faltorum hujus
termini erit 4+ — 3. Cum autem prz s quantita-
te infinitc magna evanefcant quantitates finitz,
que in quolibet infunt faltore numeratoris , &
denominatoris Termini infinitefimi, numerator e-
rit manifefto (127)"™3 "=, hoc eft (127 )+~
z**—*, denominator vero (4#)*~:. Ergo Termi-
nus ipfe infinitefimus Seriei (&) erit

Iz4£ 74:‘ 44i 341‘,(:;:' I .
LA L8 = = - 7, Q.E.L
iy e - o (3007, Q

PROP.
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PROP. XVIL
§. XXV.

Terminum in genere definire Seriei ex diffe-
rentiis aCtu fumtis conflatz terminorum ordinis #
in infinitum Serierum

2 3 - 10
s RS Sl LAk S N

2 2 3...6 2.3....10
2.5.8.7 - 2.5.8....20¢ + 2-5-8....027
2.3.4 2.3...8 230 eens Iz

+ &c. ..... (B)
ex quarum differentia Series (S) cafus irreducti-
bilis

27* 2-5.82¢ | 2.5....142° 2.5....207
2 2.3.4 2.340..6 2.3....8

+&Cirrvs (S) coalefcit,

RESOLUTIO.

Cum Seriei (A) fit terminus in genere
2.5.8....... (12n~10)gt"=>
2.3¢4eue.. (qn~12)
Seriei vero (B)

2.5

SECTI1I0 L 39

2.5.8...... (120~ 4)7"

2.3.4... . (gn)
dicatur P terminus ordinis # Seriei (A), Q ter-
minus ejufdem ordinis Seriei (B) . Certum eft
fore

-5:8ieee (128 —10)24* 2.9.8....(120 —g )74
2.3 40000 (qn—2) ° 2.344e os oo (47)
Ergo, elifo communi faltore, redadtifque quantita-
tibus, erit

2
P:Q=

P: Q =(4qu—1)gn : (120 —7)(12n~4)7
Hinc dividendo
P-Q:P=(gn-1)an-(12n~7)(120-4)7) :(qn~ 1)4n
quare
, qn{qn —1) — (120 ~7) (128 — )2
P—Qx= P( e an )
s (C)

Et terminus in genere propofitz feriei erit manifefto

2. 58(1 2n-10)74"* <4n( sn-1)-(120~7)(1 zn-.;)(’)
2.3 o 488~2) (4n-1)4n

(D). Q E. L

COROLL.
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COROLL. 1
§. XXXVL

Dato itaque ejufmodi ferici termino generali
(D), facile eft ejufdem terminum infinitefimum
definire . Nam exiftente infinitefimo P feriei (A)

. XXXIV. ) =2 — # _ fi in multiplicatore
(4 x ) 27z(3z) P

ejufdem P in ZAquatione (C) ( §. przced. ) fiat
ubique # infinita = 4, evadit ille = 1~97. Er-
go terminus infinitefimus feriei P—Q fit

P (32) vevvennss (B)

COROLL IL
§. XXXVIL
Quapropter , prout fuerit 37 majus, vel mi-
nus unitate, terminus (E) infinitefimus feriei, cu-

jus elt generalis terminus (D), eflt infinitz vel in-
finite parve magnitudinis.

PROP.

SECTIO I 41

PROP. XVIIL
§ XXXVIIL

Seriei, cujus eft (D) Terminus ordinis n, in

infinitum continuatz fumma el finita quotiefcun-
P 7

ue fuerit = minus quam .
1 27 9 2

DEMONSTRATIO.

Cum fit 7= '—v‘(z';'—;- (¢ xx1. ), at;

E’- '
que ex hypothefi 7 S "‘1 erit "'\/<27 "

=32 minus unitate , & proinde Terminus Seriei
Infinitefimus inﬁnite parve magnitudinis. Fiat ita-
I

(1 +e

I
que 3* g =, ut fit (33 = P=

I +

~—

I

L. e @}
0 i, — g3, e &Cauet
2

( § xxxrr. ) ; Atque feries propofita , fafto
I—97
27
nitefimo ad terminum indicis » # . Terminorum
f adie- -

=R, continuari cenfeatur ab termino infi-
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adie@orum numerus erit (#—~1)7. Cum autem
Series decrefcat ( §.xxv.), erit Terminorum adie-
&orum fumma minor quam fradtio

(n—1)iR
—
fa 442, B0 = + &ouee
2 6

hoc eft minor quam fradtio

(n—1)R ‘
cevenss (B
2 wl . ot
oEie B ki 2 &
2 6 24

Eft autem (&) quantitas inaffignabili infinitate
infinite pé.rva magnitudinis ; & eft terminorum
polt infinitefimum adieGtorum fumma hac ipfa
quantitate minor. Ergo ex eo , quod Seriei pro-
pofitz in infinitum continuate addi intelligitur ,
nullum Seriei valori accedit augmentum . Eft igi-
tur feries propofita fumma pradita finita ( §.xxx.).

Q.E.D.
PR OP XIX

§. XXXIX.

Seriei ejufdem fumma , quotiefcunque fuerit
’ * . . » .
f—- majus quam Z; , eft ordinis elatiffimi infinite
7
magna. :
DE-

SECTIO I 43

DEMONSTRATIO.

.
1 3 L 3 .Z'-\/‘( —

Pofito enim p*: 27 > ¢ .z,ﬁtq 720
hoc eft 37, majus unitate, & proinde terminus Se-
rici infinitefimus ordinis elatiffimi infinite magnus _
Cumque Seriei ejufdem termini continuo crefcant
( § xxiv. ), eodem, quo ante, modo .demonftra-
bitur, terminorum , qui poft infinitefimum addi
cenfentur, fummam fore infinitam, ideoque Seriei
fummam valoris effe infinite magni ordinis elatif-
fimi. Ergo &c. Q.E.D.

P_7

COROLL.
§. XL

Series igitur cafus irredu@ibilis Tertii gradus
tum tantum eft decrefcens ( §. xxv. ), atque va-
loris finiti ( & xxxvrrr., ), cum in Aquatione Cu-

bica fuerit 223:; intra limites conftitutum g¢*:4, at-

que ¢*:2. Quotiefcunque vero fuerit p*:27 majus
quam 9*: 2, feries ex evolutione Binomii Cardanici ge-
nita vel terminis conftat perpetuo crefcentibus ,
vel faltem in terminos definit crefcentes in infinj-
f2 tum,
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tum, initialibus tantum aliquot prazdita decrefcen-
tibus, differentiis etiam fingulorum parium aétu
fumtis. Quo plane oftenditur, etiamfi feries termi-
nis donetur alternatim pofitivis & negativis, diffe-
rentiam tamen f{erierum in infinitum continuata-
rum haud effe finitam, veluti non raro in ejufmo-
di fericbus volutandis contingere novimus.

SCHOLION.

§. XLIL

Nodum hic rurfus folutu difficilem obiici, me
non monente , apparet. Binomium fiquidem Car-
dani in genere quidpiam efle neceflario reale, non
quidem meris freti fufpicionibus, vel virtuali pen-
fatione, fed certioribus Cartefianz Algebrz princi-
piis, regulifque innixi, demonftravimus luculenter
( § xvir. ). Verum Binomio in feriem converfo,
quaedam fit veluti quantitatum difgregatio, quaca-
fuum irredu@ibilium Claffis veluti quzdam ab aliis
quodammodo diffociatur. Dum enim certis tantum
cafibus feries quantitatum refpondet continuo de-
crefcentium, atque fumma pradita finita , cateris
omnibus feries prodit ex terminis continuo crefcen-
tibus conflata, atque fumma pradita valoris infini-
te magni. Undenam implicatio hzc, ut quantitati

' finitz

SECTI10 I 43
finitz, quantitas refpondeat per refolutionem rite
evoluta valoris infinite magni?

In feriebus profe@to a fraltionum rationalium
refolutione genitis, plura ejufmodi jamdiu confide-
rata funt, quz primo intuitu a veritate quam ma-
xime abhorrere videntur. Verum difficultatum fo-
lutiones, ibi a negledtis divifionis refiduis repeten-
de, zgre admodum hic ad Potentiarum evolutio-
nes applicari patiuntur. Animo itaque in myfterii
enodationem totus infiftens , de integro ferierum
tam a FraQtionibus, quam a Poteftatibus Polino-
miorum evolutarum genefim pervolvendam , fcru-
tandamque fufcepi. Multa qua exinde in Theoria
Serierum univerfa promere datum fuit , confilii
procul dubio rationem commendabunt quam maxi-
me. Quo rem perducere licuerit, quz fequuntur,
patefacient.

SE-
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SECTIO IL

§ XLIL

Erierum divergentium Theoria, quarum fci-
\__J licet termini continuo crefcunt , five ex
fraltionum refolutione, five ex Polinomiorum Po-
teftatibus indicis fralti evolvantur , duabus praci-
pue graviflimis difficultatibus afficitur; quarum una
in eo eft, ut enodetur, quo pafto, quave penfa-
tione fieri poflit, ut dum ex una ZEquationis par-
te quantitas evoluta femper eadem manet, alterum
Aquationis membrum perpetuo crefcat a valore
propofito magis, magifque recedendo, & fiat tan-
dem magnitudinis prorfus infinitz . Alterum vero
difficultatis caput potiflimum eft, ut, foluto etiam
priori nodo, ftatuatur an rejici debeant nec ne ex
Mathefi univerfa feries divergentes, vel an, iifdem
admiffis , quantitas finita , quz veluti fumma fe-
riei ex ipfa refolutionis matura obiicitur, pro ag-

gregato omnium terminorum aétu colleCtorum {umi
tuto
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tuto poffit, & verfa vice, incolumi zqualium quan-
titatum notione . Nemini profefto ignotum efle
poteft, in fericbus a refolutione fraltionum geni-
tis , Refidua divifionis neceffario confiderari debe-
re , quorum proinde habita ratione, precipuas ,
que in feries divergentes paflim congeruntur, dif-
ficultates enucleari , atque exfolvi poffe, comper-
tum eft. Verumtamen, ne hujufmodi quidem refi-
duorum confiderationis ope, fecundz nobis allata
Quzftioni fatisfaCtum haétenus fuifle cognofcent
quos Auttorum circa feries infinitas fcripta perle-
gere non piguerit. Quo autem palo in feriebns
ab evolutis Poteftatibus ortis, refiduorum tum pre-
fidio locum nequaquam habente , nodi extricari
poffint, etiamfi multa folutu zque difficilia occur-
rant, qui explicuerit, me prorfus latet . Incompa-
rabili Eulero circa feries a fraltionibus oriundas
verfanti ezdem ipfe difficultates fe fe confideran-
dz obtulerunt. Quz ideo a tanti prefertim Viri
fagacitate proferuntur ex integro tranfcribenda
non abs re fore exiftimamus ( Vid. Inftit. Calculi
Different.Cap.HI. pag. 95, 96, ¢7. )

» Ex his quidam concluferunt hujufmodi fe-
» Ties, que vocantur divergentes, prorfus nullas
» habere fummas fixas, propterea quod colligendis
» aftu terminis ad nullum limitem fiat appropin-
» quatio, qui pro fumma feriei in infinitum con-

5 tinua-
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s tinuatz haberi poffit : quz {ententia cum ifte
., lumma jam ob neglefta ultima refidua erronez
5 fint oftenfie, veritati maxime eft confentanca .
» Interim tamen contra eam fummo jure obiici
sy poteft, has memoratas fummas, quantumvis a
y veritate abhorrere videantur, tamen nufguam in
» in errores inducere; quin potius, iis admiffis ,
sy plurima preclara efle eruta, quibus, {i iftas fum-
,, mationes prorfus rejicere vellemus , carendum
» eflet. Neque vero hz fumma, fi eflent falfe ,
»» perpetuo ad veritatem nos ducere poflent ; quin
,» potius cum non parum fed infinite a veritate
» difcrepent, nos quoque in infinitum a vero fe-
5, ducere deberent. Quod tamean cum non eveniat,
5 difficillimus nobis veftas nodus folvendus.

5 Dico igitur in voce {umme latere totam
., difficultatem . Si enim f{umma feriei, ut vulgo
5 ufus fert, fumatur pro aggregato omnium ejus
,, terminorum atu colletorum , tum dubium eft
5 hullum, quin earum tantum {erierum in infini-
5 tum excurrentium fumme exhiberi queant, qua
5 fint convergentes , atque continuo propius ad
» certum ftatumque valorem deducant, quo plures
s termini a&tu colligantur. Series autem divergen-
» tes, quarum termini non decrefcunt, five figna
» + & — alternentur, five fecus, prorfus nullas
,» habebunt fummas fixas ; fiquidem vox fumme

g . hoc
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» hoc fenfu pro aggregato omnium terminorum
» accipiatur. At vero in iis cafibus, gquorum me-
» minimus, quibus ex iftiufmodi fummis erroneis,
» veritas tamen elicitur, id non fit, quatenus ex-

. . . I
» preflio finita, verbi gratia T eft fumma fe-
—_—

» Tiel I +x + x* + x + &c. fed quatenus ea ex-
» preflio evoluta hanc Seriem prabet; ficque in
» hoc negotio nomen fummz prorfus ommitti
,, poffet.

» Hzc igitur incommoda , hafque apparentes
» contraditiones penitus evitabimus, fi voci fum-
» mz aliam notionem, atque vulgo fieri foler, tri-
» buamus. Dicamus ergo Seriei cujufque infinitz
» fummam efle expreflionem finitam ex cujusevo-
» lutione illa feries nafcatur. Hocque fenfu Seriei
» infinit? 1 +x 4+ +x 4+ &c. Summa revera
5 erit = I—é;, quia illa feriesex hujus fra&ionis
» evolutione oritur , quicunque numerus loco «
» fubltituatur. Hoc paflo, fi feries fuerit conver-
n 8ens, ifta nova vocis fumme definitio cum con-
» fueta congruet; & quia divergentes nullas habent
» {ummas proprie fic dittas, hinc nullum incom-
» modum ex nova hac appellatione orietur. Denj-
» que ope hujus definitionis utilitatem ferierum

, diver-
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» divergentium tueri, atque ab omnibus injuriis
4 vindicare poterimus.

Herere primo Vir fapientiffimus, aliquo mo-
do, videtur circa feries divergentes, an fcilicet ad-
mitti debeant nec ne. Cum vero eafdem nufguam
in errorem induxiffe confideret, nodum fibi folven-
dum velingu: difficillimum , ait . Id itaque confilium
ingreditur, ut, mutata fummz definitione , ufum
atque utilitatem Serierum divergentium vindicare
conetur. Rei difficultatem ipfa confilii ratio com-
probat manifefto. Non omnis enim, tali pafto ,
dubitandi anfa {ublata eft, nec omnino queltioni-
bus fatisfieri, facile perpendenti patet. Ponatur
reapfe, quantitatem finitam, unde feries orta eft,
pro ferie ipfadivergente, velferiem, ejufdemquan-
titatis finite loco, tuto fumi poffe. Etiamfi, def-
nitionis vi, quantitatem tantum fumtam efleintel-
ligatur, loco Seriei, ex cujus evolutione feries na-
ta elt, vel feriem, loco ejufdem quantitatis, utpo-
te ex ipfius refolutione genitam , aétu tamen fit
tacita fuppofitio, alteram alteri zqualem effe; alio-
quin fubftitutio fieri non poflet, incolumi quanti-
tatum altera alteri fubrogandarum conditione. Quod
profe@to idem ipfe eft quaftionis cardo. Definitio
itaque Prazftantifiimi Euleri confulte quidem inve-
&a, atque retinenda videtur. Serierum tamen ai
vergentium Theoriam aliquo fecus tuendam efie,

g 2 atque



§2 SECTIO IL
atque ex aliis principiis ab injuriis vindicandam ,
fatendum eft. Id igitur in primis curandum , utSe-
rierum infinitarum genefim paulo accuratius evol-
vamus. Via fortaffe aperietur, qua tum ad nodos
recenfitos expediendos, cum ad indaginis noftre ,
circa cafum irreduliibilem tertii gradus, myfteria
fin minus enodanda, intimius faltem nofcenda .
facile perducamur. |

PROP XX
§. XLIILL

Pofitis X, Y quantitatibus quibufcunque , Se-
riei ex evolutione fractionis

I
XY

ortz genefin, atque indolem inveftigare.

RESOLUTIO.

Refolvatur per continuam divifionem fradtio s
ut prodeat

SECTIO II 53
Xn
Terminus quilibet ad proxime fubfequentem , ut

exiftente termino feriei generali. Erit itaque

Yn~[ va b 1
— = =2 = == X:Y

X X Y X

Prout igitur in denominatore fra&tionis fuerit X
majus vel minus quam Y, erunt in ferie antece-
dentes termini proxime fubfequentibus majores vel
minores; Series {cilicet terminis conftabit decre-
{centibus, vel crefcentibus in infinitum . Certum

. . 1
preterea eft, vel feries continuo ad valoremm

acccedat, vel ab eo recedat, idipfum, feriei com-
pofitione, reproduci debere, a quo ope refolutio-
nis feries orta eft. Et quoniam nulla eft ratio ,
qua divifioni unus potius , quam alter limes ne-
ceffario przfcribatur, tam in terminis numero fi-
nitis, quam in infinitis, frattionem ipfam perpe-
tuo Series reftituere debet. Compofitione itaque ri-
te perhabita, ubicunque vel in terminis numero
finitis vel infinitis confitamus , ferie vero pofita
tam decrefcente quam crefcente quoquomodo , ra-
tione ab ipfa Serici genefi petita, eandem femper

- . I
revivifcere quantitatem g=v, demonftrandum eft.

Aliquid igitur addi femper debere Seriei , que ad
verum
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I » -
verum valorem X =y accedit, pronum eft collige-

re, idque eo minus, quo magis convergit Series ;
& contra aliquid detrahi, fi divergat feries , idque
eo majus, quo magis ipfa a vero valore recedit .
Quapropter, refolutione fraétionis refumta, divifio-
mem in terminis numero finitis gradatim abrum:-
pamus . Hujufmodi profetto prodibunt Aquationes

I 1 Y
R
X—=Y T X " X(X~=Y)
LI Y Y: L
X=Y T X T X T 0X=Y)

_ Y v v
[ [ o e SIS N

I
X=Y " X" X "% T yx-
&corvennnn

1 - 1 - Y Y: & ¥Yr-1 Yn ,
.y > =t - 1088000 ST prrsrrnenee T ST veod
S A D T e ) XX —Y) A

exprimente indice » numero terminorum Refiduo

pracedentium. Horumce itaque terminorum inve-
niatur feorfim fumma Generalis . Erit hac per
cognitas Serjerum Geometricarum methodos , que
fequitur .

X7 — Y
X(X—Y)

Jam

SECTI10 IL $s
Jam ex ipfa Serici genefi, atque ad fumma gene-
ralis naturam attendendo, manifeltum eft, vel ter-
mini numero # adfint in ZEquatione (A), vel eo-
rundem {umma

Xu__Ys

X(X~Y)
nullam Aquationi inferri mutationem . Suffe@o
igitur in /Hquatione ( A) terminorum congeriei
Termino eodem fummatorio, induet illa hanc for-
mam

1 X —Y" Y .
ey Sl et SRR ()

id quod eandem prorfus reftituit quantitatem
I
X —Y
natur in Equatione (B) » numero infinito = oo;

Erit itidem

. A finitis hinc ad infinita tranfeundo, po-

1 ‘er—-Yw Y” — X
K=Y T X*(Xe=Y) T X"(X—=Y) T X—=Y

Ergo tam in terminis numero finitis, quam in in-
finitis, compofitione terminorum Seriei rite & ad
refolutionis normam perhabita, eadem ipfa repro-
ducitur fraftio

€xX
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I

X =Y
ex cujus evolutione Series genita eft, Serie pofita
tam ad verum valorem continuo accedente, quam
ab eodem continuo recedente . Indoles proinde

1
Seriei a refolutione Fradlionis {—y o= explo-

rata eft.
Ql E' F.

PROP XXL
§. XLIV.

Naturam Seriei a refolutione fradtionis

I
X+Y

genitz , pofitis, ut ante, X & Y quantitatibus qui-
buscunque, inveftigare.

RESOLUTIO.

Loco Y in ferie (A) Propof. przcedentis po-
natur — Y. Prodibit Series (B)

SECTIO 1L 57

i

_r—— — p—t & . e e ———— a0
X+Y X X* o Xs X" TXY(X=Y)
refiduo cxiftente pofitivo vel negativo , prout fue-
rit numerus terminorum # par vel impar. Sum-
ma autem Generalis terminorum refiduo przceden-
tium erit
n-:_Yn

X"(X+Y)

figno fuperiori vel inferiori locum habente, prout

itidem fuerit numerus terminorum =» par vel im-
par. Erit igitur, ut ante, in finitis

1 Xexye vo
X+Y 7 X(X+Y) T X(X-Y) T X~+Y

atque in infinitis
I — an-Y. . Y® 1
X+ Y 7 X(X+Y) TX"(X4+¥) " X+v

Ergo in finitis,atquein infinitis terminis, per com-

pofitionem terminorum , eadem ipfa reftituitur fra-
. t . .

&io Koy ©X qua Series orta eft, tam in decre-

fcentibus, quam in continuo crefcentibus feriebus.
Q. E. Expl.
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COROLL. L
s. XLV.

Ad quantitates (C),

()3(’_) f%, ceereren(C)

quez in compofitionibus terminorum f{e mutuo
deftruunt, fignorum contrarietate , attendendo, per-

. . Y .
fpictum eft, eo minores evadere, dum % fit uni-

tate minus , quo Series eo propius convergendo
ad verum valorem accedit , & in infinitum abe-
unte ferie , fieri tandem infinite parvas. Contra

. Y . . .
vero, exiftente % unitate majori, eo majores fie-

ri, quo magis feries a vero valore divergendo re-
cedit , atque demum evadere valoris infinite ma-
gni.

COROLL IL
§ XLVL

Colligitur hinc quoque Au&ores complurimos,
& prafertim celeb. Varignonium, quaz reapfe in fra-
&io-
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&ionum evolutionibus rite peradlis irrepere non
poffunt, abfurda quedam veluti a Serierum diver-
gentium indole profefta , ex incompleta tantum
compofitione deduxiffe ( Com.Acad. Scient. Parif.ad
An.1713.).

COROLL. IIL

§ XLVIL

. I .
Patet itaque in finitis quantitatem g ®quar
I . .
non pofle v ( § xrrrr. ), nifi ei addatur

Y . 1 Y . .
XX =) =+ ic ad-
XX =¥)> neque quantitatem =+, nifi huic

T & in genere Seriem

datur

. PR | .
zquari non pofle eidem quantitati —, nift fe-
riei addatur quantitas

Y»
X(X~Y)

h 2 DE-
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DEFINITIO.
§. XLVIIL
Dicantur ideo divifionis Refidua in gemere ,

Yn
X(X—Y)

Complementa,, utpote quibus Series compleri deben-

tur, ut fraltio refoluta rurfus per compofitionem

reproducatur.
COROLL. IV.
§. XLIX.

Quod fi Series

I Y Y:
— — ok & cenrsares \
% + 0 5 (9 (A)

ultra quofcunque limites continuari fine fine cen-
featur , -etiamfi Complemenrum a&u Seriei affignari

x . . .
non poflit, quo fradtio =y explicite reftituatur,

ex ipfa tamen Seriei genefi confequitur , feriem
(A) neceflario complementum involvere virtuali-
ter, atque implicite; alioquin compofitio foret in-
completa.

. DE-
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DEFINITIO IL

§ L.
Series igitur
I Y Y Y*
— — — o~k KCierrrresnes m————im
¥ "¢ "% ¢ X2(X ~Y)

in terminis numero finitis, explicite completa nun-
cupari poteft , utpote quz complemento explicite
aflignabili pradita eft, quo fraftio , unde oritur ,
reproduci poflit. In terminis vero infinitis, impli-
cite completa nuncupetur. Cum enim complemen-
to explicito & determinato careat , quippe quz
{ine fine progreditur, & quantitatem tamen i—i'Y’
a cujus evolutione generatur, ipfa quoque reftitue~
re debeat, penfatione implicita id fieri, intelligen-
dum eft, quantitatum infinite parvarum in ferie-
bus convergentibus, atque infinitarum in divergen-
tibus, fe mutuo deftruentium (§- XLV.).

CoO-
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COROLL V.
§ LI

Propterea eo ipfo, quod in terminis numero
finitis , complementa explicite , altuque exhibert
queunt, feries tam convergentes quam divergentes
nifi fine fine terminis excurrere cenfeantur, pro im-
plicite completis haberi non poffunt. Revera fe-
ries, cujus termini fine fine continuari intelligun-
tur, pro unica, atque unico veluti complenda re-
fiduo, confiderari neceffario debet. Contra vero in
terminis finitis, nulla eft ratio, qua potius Series
n terminorum , ut implicite completa f{umatur 5
quam 7 +1, vel in genere 2 +m . Quod totidem
inter fe diverfa implicare complementa , quorum
ratio habenda foret, manifetum eft.

COROLL. VL
§ LIL

Series ideo: tam convergentes, quam divergen-
A . I a .
tes nil nifi quantitatem Xy attu exprimunt, ex

cujus evolutione ortz funt , hoc unico difcrimi-
ne,
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ne, quod in explicite completis, explicite quoque
complementa aflignentur: in feriebus verofine fine
progredientibus , vel implicite completis , com-
plementa quidem invelvi, fed potentialiter , cen-
fendum fit.

SCHOLION L
§ LIIL

Si qua hucufque attulimus vel levi attentione
perpendantur, facile inferre licebit , ex impropria
tantum, atque incompleta compofitione, feries di-
vergentes , modo veluti falfas, modo ad abfurda
deducentes paflim confideratas fuiffe. Quonam pa-
&o, quove jure quantitatem finitam, a qua feries
cft edulta, cum ferie ipfa, naturali Complemento
mutilata, comparare contendimus? negletis fiqui-
dem in colleCtione partium , quz feries implicite
involvere, matura ipfa refolutionis petente, necef-
fario exiftimandz funt, quaque nullo modo negli-
g1 debent, neque quantitates, que in partes funt
attu refolutz, reftitui, neque abfurda evitari que-
unt. Series profefto divergens, prout objicitur, ex
terminis continuo crefcentibus coalefcens, nulla
Complementi neceffario confiderandi habita ratio-
ne, cum ipfa quantitate a qua per evolufiox.lem

gigni-
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gignitur, ne comparari quidem rite poteft, nedum
ipfi zquari. Hinc primaz difficultatis initio prolatz
( 8 xvrt. ) plenmariam folutionem colligi , ferief-
que divergentes ab injuriis vindicari, nemo eft ,
qui per {e fe non cognofcat. Sed & alteri quoque
uberrime fatisheri pofle , dilucide apparet. Cum
enim ejufmodi feries, nil aliud revera cxprimant,
quam eandem quantitatem a qua per refolutionem
funt enatz, zque ac ip{e convergentes {eries, im-
plicite {fua quaque infeparabilia Cemplementa com-
pleCtentes, longe abeft , ut ex Mathefi rejici de-
beant, nii eodem jure & convergentes rejician-
tur. Tuto proinde concludendum eft, finitam quan-
titatem unde oriuntur, pro ipfa ferie, & verfa vi-
ce, fumi pofle , incolumi #qualium quantitatum
notione, dum in terminis numero finitis nequa-
quam confiftamus, fed integra utamur ferie in in-
finitum progrediente. Neque alio modo feries ip-
fas. convergentes, quantitatum finitarum loco, e qua-
rum evolutione genitz funt, ufurpare licet . Quo-
tiefcunque - enim termini numero finiti pro ipfa
ferie fumuntur, vis revera rigori mathematico in-
fertur, & vero proxima pro veris fubrogantur ,
praxcos tantum facilitatis gratia.

SCHO-
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SCHOLION IIL

§ LIV.

Hifce pofitis ab ipfa ferierum natura ultro.
veluti profeftis, nullos inde neque in comparatio-
nibus , neque in fubftitutionibus errores irrepere
potuifle, mihi videtur. Si enim tum cautio , qua
divergentes feries ab Analyftis paflim in Proble-
matum folutionibus traftantur , cum quantitatis,
unde feriem per evolutionem oriri ponitur, loco
{feriei fubftituendz , ratio perpendatur, facile di-
gnofcemus, eafdem ipfas, quz inftituuntur, opera-
tiones per fe Complementi confiderationem virtua-
liter comple&@i. Reapfe fi ad feriem aliquam dedu-
cat Problema, nemo fane ianter Analyftas eft, qui
initialibus ftatim aliquot terminis colleftis, eo-
rundem fummam, feriei loco, ufurpare audeat ,
nifi feriem efle prorfus convergentem certior fa-
&us fit. Quod fi feriei termini fint divergentes, vel
rurfus volutatis rite quantitatibus, feriem conver-
gentem eruere conatur , vel faltem feriem ipfam
integram, atque in infinitum, prout prodiit, ex-
currentem, incolumi Seriei conditione, in ufum
vertens, quantitatem, fi qua eft, a qua per evo-
lutionem gigni poffit, iifdem in utroque ZAquatio-

i nis
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nis membro perallis operationibus , inveftigare
contendit . Nonne tali pafto complementi ratio
virtualiter habetur, ferie integra adhibita fuum ip-
fa complementum implicite involvente ? Nonne
operationes ipfe in AEquatione inftitute, dum feriei
Terminos afficiunt, potentialiter quoque implicita
complementa affeciffe, reputandz funt ? Quis inde
error promanare poffit, equidem non video. Pona-
tur Aquatio

1+y I g.5 I g:3 I 5.

:;’=?x, 3-*-*gac 3-+-I-;x T4 &Civnnnnn (A)
relationem exprimens indeterminatarum %,y Pro-
blematis alicujus folvendi, propofitumque fit, ut ea-
dem relatio per Aquationem finitam, fifieri poteft,
definiatur.,

Certum quidem eft , ex fuperioribus , feriem
(A), dum fine fine progredi cenfeatur, fore necef-
fario implicite completam: & proinde, fi congruo
modo elici poffit funélio in x finita, ex cujus evo-
lutione feries hac ipfa poffit reftitui, eandem fore

. r+y . . .
ipfi T zqualem . Differentietur itaque Aquatio,

ut prodeat
dy(1—29—~y) 1 ., .. I .
Gy g PV e .

hoc
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hoc eft
3(1 =2y —y)
()
Quare , fa&a divifione Aquationis per x*3dx ,
exurget

= x*3dx +x3dx +x83dx + &Cu.

3dy(1 =2y —y*)

w1 d L ) S S o+ &Conerenn (B)

Series itaque (B), ad quam pervenimus , fine fine

progrediens, eft ipla quoque implicite completa .
I .

Ergo quantitas finita —r unde per evolutionem

oriri feriem, notum eft, tuto feriei loco fubrogari
poteft ( §. rirr. ). Erit igitur manifefto

dy(1—2y—y) _ xdx
(L +y) 3(1—x)
& integrando prodibit

e A 33_/~<xﬂsdx + Conft. A

I+y* I—X

Equatio videlicet finita indeterminatarum relatio-
nem exprimens, quz definienda proponebatur .
Nullam hic procul dubio inftitutam gffe operatio-
nem, facile apparet, quz, ferie (A) pofita diver-
gente , in errorem inducere poffit . Cum enim
iz 1~y



68 SECTIO0 IL

%}{ , ex Problematis natura , Seriei (A) aquale
effe debeat, atque y ponatur finita, Seriem tacite
compleri, hoc eft implicite completam haberi de-
bere, ex przcedentibus et manifeftum . Seric pro-
inde (A), per legitimas Analyfeos operationes im
univerfam feriem inftitutas, in feriem (B) conver-
fa, complementum fimul in ipfam fertem (B) in-
ve@um fuifle, intelligi debet. Ergo feries (B, ve-

NP | -
lut implicite completa , quantitati —, unde per

evolutionem oriri poteft, tuto atque legitime zqua-
ta eft. Hinc valor finitus rite inventus, Seriei (A}
loco, fubrogari potuit. o

COROLL. VI

§ LV.

Nodum ex inde Przftantifs. Eulero memoratuny
( §. xe11. ) diffolvendi ratio patet apodiftica. Fa-
cile enim, quemadmodum imnuimus, ex eo colligi
poteft, Series divergentes nufquam i errorem in-
duxiffe, quod nemo in primis fit, qui, in ejufmo-
di feriebus tralandis, a terminis numero finitis
veluti in convergentibus fieri folet, loco feriei fu~

mendis
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mendis confulto non caveat. Integra autem feries
atque fine fine progrediens fuum ipfa complemen-
tum implicite trahit, ita, ut operationes, quz
AEquationem Seriem compleétentes volutando infti-
tuuntur, in complementis fimul virtualiter fieri ,
judicandum fit. Valorem proinde finitum, unde fe-
ries completa per evolutionem gignitur , pro ferie
ipfa ufurpando, & verfa vice , perinde eft ac fi
idem eidem prorfus furrogetur.

SCHOLION IIL
§. LVL

Quz haftenus circa feries a fraftionibus oriun-
das difleruimus, ad eas modo transferri debent ,
quz a Poteftatum indicis fraéli evolutione gene-
rantur. Etiamf{i refiduo, ut in fra@ionibus, pro-
prie careant , complementis tamen nequaquam ca-
rere videbimus. Alioquin, cum fuis ipfz quoque
difficultatibus afficiantur ( §. xL1. ), quos in illis
extricare conati fumus, nodi in hujufmodi feriebus
penitus inextricabiles relinquerentur.

PROP.
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PR OP. XXIIL

§. LVIL

St Polinomium quodlibet fub Binomii forma
X +Y redigatur , atque Binomium ad Poteftatem
indicis fralti 1:A evehatur, exiftente A numero
quolibet integro unitate majori , quotiefcunque
fuerit X majus quam Y, feries, quz inde prodit ,
infinita terminis conftat continuo decrefcentibus.

DEMONSTRATIO.

Quoniam Binomium X +Y ad Poteftatem 1:4&
elatum przbet feriem

(Xeyyomxaae Y
I.A_X(A'—" 1):A

(a=1)YV 4 (=D(2a-1)V8

- 1.1A’X""“)“ 1.2.3A; X(IA—x):A.

Lo &C-n..nrol (3
vel hanc

Y  (a-1)Y
aX I.2a4*X

(a-1)(2a~1)Y* — &c) (A)

1.2.3a%Xs
Seriei

(X*Y)nA: X :a (1 _,.!
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Seriei, ~ fecundo termino incipiende , Terminus

ordinis » erit hujufmodi

(a—1)(28a~1)(38~1) ((m—r)A—-I)zf

1.2.304 secenenns B

pofito Y : aX = gz ; atque proinde terminus or-
dinis #» + 1, qui fequitur
(a— 1) (28—~ 1)(38~1) cevvnns (nA=1)z7
) O T D PO (n+ 1)
Si igitur dicatur A terminus antecedens ordinis n,

S {ubfequens ordinis # + 1, erit manifefto

Aiso (a~1)(28~ 1)<(n-- 2)a~ 1)(':

1.2:34erenceslt

(4~1)(2A~T1) ... .. (nA~ 1)z **
1.2.34e000e.(n+1)
Hinc, clifo communi multiplicatore,
A:S=n+1:(nA—i1)g
Quare fi fuerit n+ 1 majus quam ((nA— 1)z, vel,
exiftente 7 = Y : AX, (n+ 1)AX majus quam

(na~1)Y,

hoc elt
X . . nA~1
v Majus quam (v 1)B

qui-
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quilibet antecedens terminus Seriei proxime fubfe-
quenti erit major. Eft autem X majus unitate, ex

A —1

hypothefi, atque (:_‘_——I)—A perpetuo unitate minus.

. . X . ZLA:—I S
Ergo eo magis erit ¥ Majus quam A -

riei ideo termini erunt continuo decrefcentes .
Q. E. D.

PROP. XXIIL
§ LVIIL

Series infinita, cujus ef Terminus in genere

nA — 1

(n=DA

exiftente n indice terminorum, A numero quolibet

integro unitate majori, terminis conftat continuo
crefcentibus .

DEMONSTRATIO.

Ponatur n +1 loco n, ut terminus prodeat in
genere ordinis n- 1, hujufmodi

(n+1)A —1
(n+2)a

Erit
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Erit antecedens quilibet A ad proxime fubfequen-
tem S, ut
nA—1  (n+1)A—1
(n+1)A " (n+2)A

vel ut ((n' +2n)al—(n+2)a ) :
((w +28+1)A* (e I)A) .

Eft autem (n*+2n)a*—~(n+2)a < (W-+2n+1)a
—(n+1)A. Ergo feries, cujus eft terminus in Ge-

nere 14:—‘— termiais conftat continuo crefcentibus-.
(n+1)A
Q. E. D.
COROLL
§. LIX.

Quare minimus hujufce Seriei terminus erit,
primus in ordine, cujus fcilicet index n&=1.

PROP XIXV.
§ LX

Tifdem, qua in Prop. xx11., pofitis, fi fuerit

X ; Y minus quam e:I—, vel ipfi zquale, termi-
’ z2A )
k ni Se-
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ni Serici ab evolutione Poteftatis (X + Y )" geni-
te continuo augebuntur.

DEMONSTRATIO.

Etenim , ut termini crefcant , effe debet
(§rvin.)
X mi nA —1
T minus quam ————
Y 4 (n+ 1A

. . —1
Quare pofito n=1, ut prodeat terminus SA

.. ) . . nA==1

Seriei, cujus et Terminus in genere ——— Ter-
(ﬂ_;;l)A

mini quidem Seriei erunt continuo crefcentes , fi

fuerit X i A .

uerit & minus quam quantitas A > vel ipfi -

A—1

quale, utpote quz eft omnium (7'7:_—1-75 minima
( § rix. ). Q. E. D.

PROP XXV
§ LXI

Si fuerit X: Y intra limites conftitutum uni-
. A—1
tatls; atque 24> minus fcilicet unitate , majus

vero
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A HI . » .
vero quam —-—, feries ex evolutione Poteftatis
2

(X~Y)'* orta terminis primo conftabit decrefcen-
tibus: mutata poftea lege fiet crefcens, pergetque
crefcere in infinitum.

DEMONSTRATIO.

-1

na . . .
A quantitate )——=—, veluti termino cujuf-
(12—*[)A
dam feriei generali, evolvatur feries

— — - —1
A—I 24~—1 34 I,4A & (A)

- 2 )
24 24 44 54

ponendo fucceflive loco s numeros naturales 1,
2, 3, 4 &c.. Demonftratum jam eft Seriei (A)
terminos efle continuo crefcentes , quicunque fit
integer numerus A (§.rvii1.), atque ideo primo
A—1 . . .
in ordine YN neceflario majores ( §. rix. ). Et
2

eft quoque quilibet terminus unitate manifelto

X .o .
minor. Ergo {i ponatur v alicui horumce termi-

norum zquale, vel intra duos conftitutum ,-pec-

X . ) .
{picuum eft, fore v fingulis antecedentibus ter-
minis majus, fingulis vero fubfequentibus minus .

k 2 Prout
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Prout autem eft X : Y minus vel majus quam
nA —1 .. ..

- 1)A termini Seriei funt crefcentes ( §. rx. ),
vel decrefcentes ( §. Lvri. ). Ergo exiftente # nu-
mero terminorum initialium Seriei (A), quorum
quilibet minor eft quam X:Y, Serici

Y _(a —-ﬁx_)l"* (a —1)2a —1)Y?

18X .24 X? 1.2 3.4 X3 8Core

termini ufque ad terminum #n inclufive erunt de-

. . . X .
crefcentes; deinde, exiftente jam T fingulis fubfe-
quentibus Seriei (A) minori, pergent termini con-
tinuo crefcere. Q. E. D.

COROLEL.

§&. LXIL

Series.itaque ab evolutione quantitatis (X+Y)
prodeuntes, haud ftatim funt divergentes, etiamf¥
X fit minus quam Y , quemadmodum Auflores
plerique ftatuiffe videntur, nifi fimul fit X : Y minus

a—1
quam ———. Series infaper confiderandz funt mix-

te, quz partim decrefcentibus , partim crefcenti-

bus terminis componuntur; id quod momiiffe fuf-
ficiat,

SCHO-
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SCHOLION.

§. LXIIL-

Indole feriei ex evolutione Poteftatis (X +Y)"
derivate probe explorata, Queltiones initio recen-
fitz hic quoquc enodande obiiciuntur; quonam vi-
delicet pacto, quave penfatione admitti debeant
feries ex terminis in infinitum crefcentibus coale-
{centes, atque a quantitate finita reali emanate,
dum Refidua in fra&tionibus computanda locum hic
proprie habere non poffunt. Verum iifdem , qui-
bus in §. xerr1. & feq. ufi fumus, principiis infi-
ftendo, difficultates exfolvi poffe videntur. Etenim
certo certius eft , vel feries continuo ad valorem
(X«Y)"* convergendo accedat, vel ab eo diver-
gendo recedat, evolutione ipfa Poteftatis in feriem
ita ferente, Seriei terminorum compofitione idip-
fum reproduci debere, a quo feries orta eft. Cum
autem partium numero, in quas evoluta quantitas
diftribuitur, unus potius quam alter limes legitime
prafcribi non poffit,, ejus naturz efle debet par-
tium compofitio refolutioni contraria , ut tam in
terminis numero finitis, quam in infinitis, Pote-
ftas ipfa reftitui queat, ferie pofita tam decrefcen-

te quam
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te quam crefcente vel mixta quoquomodo . Aliquid
igitur, veluti in fraltionum evolutione conftitui-
mus, addi femper debet Seriei, que ad verum va-

forem (X+ Y)* accedit, idque eo minus, quo
magis convergit feries ; & contra aliquid femper

detrabi, fi divergat feries, idque eo majus, quo
magis a vero valore recedit. Hoc pofito, fit fe-
ries & Poteftate (X+ Y ) derivata , hujufmodi ir
genere :

(X+Y)%= A+B+C+DE+ &

Talis ptofetto effe debet partium compofitio , ur
fit perpetuo
(X+eY)y o= A~ ,
(X Y)“"" A+ B« ¢
(X Y)‘°~A4—B+C+¢
&c vel
Xa Y = A% g :
X+Y = (A+BY «2
&c. & ita porro in infifiitum , ferie pofita tams
crefcente quam decrefcente , atque exiftentibus £
g &c. Setiei complementis , prout opus’, pofitivis
vel negativis . Cum Véro comparationis omogenea
quelibet nil nifi X + Y efficere’ débeant , necefle
elt, ut complementa id prorfus polleant, ut fit
X+ V=2 A%+ XY —~ A®
X+Y = (A+~BY + X+« Y ~ (A~ B)*

&e.
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&c. zque ac in fraltionibus fuperius evolutis in-
ventum eft (§.XLIIL.XLIV.)

Complementa itaque in terminis numero finitis
affignari altu, atque explicite poffe, nemo eft qui
non cognofcat. Ut, fi fuerit in numeris, facilita-
tis gratia, X = 12, Y = 5, 4 = 4, & proin-
de Series, que fequitur, convergens

'(IZ’*‘S)“" = (12)1:4 (I _‘_;58 - 3'53

2(48)
"3 7 53 _ .
308y & )

invenietur £ = g, p = —~

To70705

&e.
1329964
Simili modo, fallis X = 4, Y = 9, a = 3,ut
{it Series divergens hujufmodi

Yr: — 2 ..9.. — _iL
(4+9) = (4)7 I + 1z 2.3(12)

2.5.9° o
234012y &c.....)

9

erunt complementa £ = 9, f = ~ ” &c.

& ita porro.
Verum fi Series

(X V)b = X238 ( 1+ I.YAX -
(A—- I)(ZA-—-I)Y‘ - & )

I.2. 3A3X’

(a~ DY
I.2AMX°

conti-
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continuari fine fine cenfeatur, complementum, uti
fit in finitis, affignari non poflfe , facile perfpicere
eft, eandemque fore , quemadmodum in feriebus
e fraltionibus conftituimus , implicite completam,
complemento virtualiter involuto. Series itaque ex
evclutione Poteftatum indicis frafti oriundz , fuis
quzque complementis predite funt, atque iis qui-
dem explicitis in terminis numero finitis, implici-
tis vero, ubi feries fine fine progrediatur , atque
pro unica, unicaque veluti complenda quantitate
confiderari debeat. Hinc, nifi in terminis numero
finitis confiftamus, in errores, Series,que inde quo-
que proveniunt, divergentes inducere non poffunt;
integra enim feries in infinitum excurrens poten-
tialiter compleri intelligitur; cumque eandem Po-
teftatem reftituere cenferi debeat , unde orta eft,
vel loco Poteftatis Seriem , vel Seriei loco Pote-
ftatem ipfam fumere velis, tuto id fieri poffe, in-
columi zqualium notione, ex iis confequitur, qua
fuperius habita funt.

Hifce pofitis, Theoriam Poteftatum indicis fra&i
in Series evolutarum ulterius perfequamur, ut &
difficultates in cafu srreduttibili Tertii gradus §.
xLI. recenfitas, fi fieri poteft, expediamus.

PROP.

SECTIO IL 8
PROP. XXVL
§. LXIV.

Quodlibet Binomium reale forme X +Y ad Po-
seftatem 1:a eveQum, in duas feries evolvi pot-
eft, eadem manente Binomii quantitate , quarum
altera eft decrefcens , altera vero vel crefcens in
infinitum, vel terminis partim decrefcentibus par-
aim crefcentibus compofita.

DEMONSTRATIO.

Poteftas (X YY) in feriem .converfa, hanc
.przbet AEquationem
- Y (a—nr
Eapys=xes (1 —a ="

- (a—1)(2a —1)Y? — & )
1.2, 343X

onne son (P)

Mutato autem membrorum Binomii ordine, utPo-
teftas fit (Y +X)"¢, hzc prodit AEquatio

1 (Y+
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. . X (a =X
(Y Xyt = Yot ( T+ TaY 7 1aaYy:

. @-D)(za—Xs &c..)

1.2.34°Y?

s (Q)

Ponatur itaque X majus efle quam Y. Series qui-
dem (P) terminis conftat continuo decrefcentibus
( §.rvir. ) Verum tum in Poteftate (Y+ X)' pri-
mum Binomii membrum Y erit altero X minus.

Y . a—1
Quare vel eft fimul g minus quam ——, vel ma-

. . . 3 Y .
jus, vel ipfi ®quale. Si fuerit X minus fimul quam

aA—1 . —_ -
~ vel ipfi zquale, Seriei (Q)termini erunt con-

. Y
tinuo crefcentes ( §. rviri. ). Quod fi fuerit =

. . . aAmI .
unitate quidem minus, fimul vero Sa mMajus, Se-

riei (Q) termini ad certum ufque limitem erunt
decrefcentes , deinde augeri pergent in infinitum
( § r1x. ). Cum autem quantitas Binomii eadem
maneat manifefto, patet propofitum. Q. E. D.

€O-
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COROLL.
4. LXV.

Id ipfum, inverfo ordine, concludi poterit, fi
Y majus quam Xin evolutione Poteftatis (X +Y):4
conftituatur. '

" Quod fi utralibet quantitas X vel Y ponatur
imaginaria, eafdem pariter feries prodituras, per-
fpicuum eft, alternis tamen terminis imaginarium
involventes.

PR OP. XXVIL

§ LXVL

Binomium reale forme X~Y ad Poteftatem
1:4 elatum, exiftente A numero integro impari ,
in duas feries evolvi poteft, eadem manente Bino-
mii quantitate, decrefcentemaliam, aliam vero vel
crefcentem vei ex terminis partim decrefcentibus ,
partim crefceatibus conflatam.

12 DE-
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DEMONSTRATIO.

St Poteftas (X ~Y)* in feriem convertatur
ut prodeat
Y (a-0)Y:

— 1A - Y14 [ —— —-
(X —Y)re=X (I 1.AX L.24°X*

N\
jad &;......./'

Atque, permutatis Binomii membris , in feriem

evolvatur Potentia (—¥ +X)"4, vel — (¥—x)",
ut fit

X (a-)xr N

— Cons .

(=Y +x)2 :::Y“"(-— I+ 18y 1aov *

id ipfum demonftrabitur , quod in Prop. przced.

confeCtum eft. Ergo &c.
Q. E. D. '

PR OP. XXVIH.

§. LXVIL

Binomium reale formz x~—y ad Poteftatemy
1:4 eveftum, pofito & numero integro pari,
L Si fuerit X majus quam Y in duas feries
evol-
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evolvitur , incolumi Binomii quantitate, quarum
altera terminis conftat decrefcentibus , altera vero.
vel eft divergens vel mixta , imaginariis tamen
utraque implicata.

IL. Si fuerit vero X minus quam v, quo qui-
dem Poteftas fit imaginaria, in duas itidem feries
evolvitur, quarum altera vel elt divergens vel mix-
ta, realibus utraque terminis compofita, altera au-
tem convergens elt, cujus tamen termini imagina-
riis afficiuntur.

DEMONSTRATIO.

I. Exiftente enim, ex hypothefi, X > v, fe-
ries, que ex evoluta Poteftate gignitur

Y (QA-)Yy
— r:a —_ A [ o Tl WY LTI PYTRN !
(X~Y) Xe 1.AX 1.4 &e > (4)

terminis conftat continuo decrefcentibus ( §.rvrr.).
At permutatis membris, feries fit
X (@QA~-xs

(=Y =Xy =( =Yy 1 LAY 2.4

— &c....)

que, prout in §. rx. demonftratum eft , erit di-

vergens , i, exiftente Y < X, fuerit fimul
Y
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;— <:é:‘—r, vel ex comvergente & divergente com-
2A
Y - .
pofita, fi X intra limités conftituatur unitatis, at-

At ‘ .. -
que — ( §. Lxr. Y. Termint autem Serick per
fitorem imaginarium ( —%Y ) multiplicantur ,
etiamfr Poteftas {it utique realis. Id ex eo profici-
fci, evidens eft, quod Poteftas (~Y+ X )2 idem
fit ac (—1)* (Y —~X)*, & perinde fuerit ac (i
quantitas imaginaria (Y—X ) in feriem evoluta
fuifler, atque Aquatio deinde multiplicata per fa-
&orem imagimarium (—1 ). Ergo &c.

IL. Pofito autem X < Y, binz Series, ex
Poteftatis membrorum permutatione oriunde, funt
que fuperius (A') (B). Verum vel et f{tmut
X A —~1
¥ <A
%;ﬁﬁmmaﬁz
riei (A") termini contimuo augebumtur (§ Lx.), e-
runtque omnes reales. At in ferie (B'), exiftente
tum Y <X, termini erunt decrefcentes (§.Lvrr.),
imaginario tamen finguli involuti, veluti facie vi-
dere eft. Ergo &ec.

Q. E. D.

, aut ipft zquale, vel majus et quam

minus, aut iplt equale, Se-

SECT1I10 IL 8

COROLL. L
§. LXVIIL

Ex Prop. fuperioribus interim colligere licet,
nullam irrationalem quantitatem finitam tum rea-
lem cum forma reali contentam, ia feriem tan-
tum divergentem evolvi. Perpetuo enim, permu-
tatis membris , {fua quamque convergente ferie ,
qua exprimi poteft, preditam efle , demonftratum
eft. Quod probe notandum videtur.

COROLL IL
§. LXIX

Id infuper inferri poteft ( §. Lxvii. ), non
ideo quantitates forma imaginaria comprehenfas ,
reales ftatim concludendas effe, quod in feriem in-
finitam terminorum realium evolvi poffint, quan-
doquidem radices abfolute imaginariz ferie aliqua
vel divergente vel mixta exprimi poffunt ex ter-
minis omnibus realibus coalefcente.

CO-
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COROLL IIL
§. LXX.

Quod fi componantur binz Poteftates, quarum
utraque fit realis, atque componantur itidem fe-
ries ex earundem evolutione prodeuntes, feries
perpetuo quzdam  affignari poterit terminorum
realium continuo decrefcentium , fumma pradita
finita, etiamfi ex variato quoquomodo membro-
rum Poteftatis utriufque ordine , incolumi quanti-
tate, feries tum divergentes cum mixtz atu evol-
vantur. Si autem Poteftates componende imagina-
rias quantitates involverint , peculiari, ut ad ca-
fum noftrum propius accedamus, difquifitione per-

pendende funt.

PR OP XXIX

§ LXXL

Secries infinita, cujus eft terminus in genere

12n~11
18n* +45n+27

exiftente # indice terminorum numero quolibeg
inte-

SECTIO I 8s

integro affirmativo, terminis conftat continuo de-
crefcentibus.

DEMONSTRATIO.

Loco #n ponatur »-+r in generali termino, ut
<erminus in genere ordinis n-+1 prodeat hujuf-
modi

12n —+23

18#* +8in + 9o
Antecedens itaque quilibet erit ad proxime fubfe-
quentem terminum, ut

126 +11 121 +23
180 +4gu 427 18+ 81ntgo

f[t autem antecedens rationis manifefto confequen-
te majus . Ergo feries terminis conftat continuo
decrefcentibus.

Q. E. D.

COROLL

. LXXIL

Quapropter Series , cujus foret terminus in
. m gene-



9o SECTIO IL

I12n+11

genere 1 =~ o 457 +27

18n*+33n~16

vel 182+ 450+ 27

erit crefcens; atque terminus feriei minimus erit
procul dubio primus in ordine, cujus {cilicet in-
dex n=1.
PR OP XXX
§. LXXIIL

Hifce pofitis naturam ferierum, quz ex Bi-

nomio
5\/(X+Y) + 3\/ X~Y),

in cujus membris quantitates infunt imaginarie ,
evolvuntur, explorare.

RESOLUTIO.

Ex Poteftate (x+y) hzc deducitur feries

. . Y 2y 2.5Y?

13 m xs —— e —— ey
() X (1 N I.3X  L2.'%* 1.2.3.3°X3 &C'>
ce.(A)

muta-
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mutato vero terminorum ordine , hac prodit
HEquatio

U} — VI .,___.x“ — (2.5 Z'SX’ —
(exyo=v 3(‘ 1.3Y 1.2.3’Y'+ 1.2.3.3°V? &C')

ex Poteftate autem (x — Y)"* nancifcimur

33— gk _MX___._ZY’,._. '
x=vys =x(a i 8. ) A')

&, permutatis membris, hanc

. < X 2x?
p— 13 ot U3 (e ——
(—¥+Xx) Y I+ 1Y 1.2.3'Y

+&ec. )(B)

Ergo compofitis binis (A) (A'), hzc AEquatio
prodit

X+ + X—y) =

2y* 2.4.8Y* 2.4.8....14Y° & )
zx“?(r-— e —_ — —&c.
L2.3°X° 2.2.2.4.3'X*  1.2.3..6.3°X

e (©)
Et compofitis binis (B) (B'), exurgit

(Y‘*‘ x)x:; - ('—Y + X)“; =

X [ 2.5X* 2.4.8. 11 %* &e ). (D
3Y‘~'3 \I-i- L 2.3.31Y2 -+ 1'2.3.4.5.34\’%"}" ) ( )

m2 Sit
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. _ 9 7PN
Sit modo x = " 5 Y= \/(—; »—), atque pti27

3 2
majus quam g¢*: 4. Si fiat z* = 9:’ & ——%/, K-

quatio (C) hanc acquirit formam

VEVE-2)V(EVE-D) =
_2’\/—2 Q* 7 L R e L ) ...... (E}

2.3.4  2.32.6
quz cum illa congruit, quam in §. xx1. inveni-
mus, terminis omnibus realibus compofita. lifdem
vero politis valoribus X atque V in Aquatione
(D), faltoque

:

27 4.
hujufmodi prodit /Equatio

VOG-0 DV -0

287} 21Tt 2050 17Z° _
3 \/[(——' ~ ( 2.3 2.3wu3 2.3u07 *&c.)

ceen (F)

Serie itidem ex terminis realibus coalefcente. Se-
riei (E) jam explorata eft indoles in Prop. x1. 3:1.
XIII., conftitutumque eft terminos tum tantum

fore

SECTIO IL 93

3
fore decrefcentes cum fuerit 5—7- minus quam

0 S

. P - : .
Exiftente autem s majori quam ?; , feriem vel
efie prorfus divergentem, vel in terminos definere
continuo crefcentes. Series itaque (F) difcutienda
modo eft. Terminus in gencre Seriei , a fecundo
incipiendo, invenitur hujufmodi

2.6.8.... (6n—1)7*"
2.3.4 .. (27 +1)
Quare ponatur n +1 loco #, ut termini S pro-

deant S riei proxime fubfequentes Terminos A or-
dinis #, quorum proinde erit Terminus in genere

2“. ceee ,(61}4—3)21#!—1
2.3. .....(zn+3)

Erit itaque
2,580 (60— 1) 25 Borwsns(G + )"+
2.3 428 +1) T 2304 G {28 3)
Quare c¢lifo communi multiplicatore , redadlifque
tcrmlms, erit
= (2n+2)(2n+ 3) : (6n+ 2)(6n+ .4

Prout 1g1tur fuerit

(6n+ 2) (6n+g)g* majus vel minus quam

(2n+2) (2n+4-3)

A:S=

erit
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erit quilibet fubfequens terminus S fuo proxime
antecedente A major vel minor. Pofitum eft au-
tem

l

36(—~~~

Ergo termini Seriei erunt crefcentes vel decrefcen-
tes, prout fuerit

-7 majus vel minus. quam (2n+ 2)_(2_’5' 3

(__‘ 7 (6n+2)(6n+ s)

videlicet p.rout fuerit

’ . 6n+2)(6n+5)g* g
£ minus: vel majus quam (6n-2)(6n- 5) - L
27 36(2n+2)(2n+3) 4

7 <18n’ + 331+ 16

boc cft quam —; 18n* + g5n+27

18n*+ 180+ 330+ 16 ) 7
- minus quam

eft autem z
(18:1 450+ 27

3 2

Si igitur fuerit 1. % majus. quam Z; , €0 magis

P q‘(18n‘+33n+t6‘

erit =
27 185" + 45n+ 27

P maiori Z
> majori quam ~ , eft

13— Mq; ( 20+ 2X2n+ p)
T e L) T G a9

27 4
idea~

Ergo , exiftente

SECTIO I 03
ideoque termini Seriel (F) funt decrefcentes.
P . . 7

11> Si fuerit vero 2y majus quidem quam 7

. 679 . -
minus vero quam - o~ , Series (F) terminis con-

ftat crefcentibus in intinitum.
Nam, ut termini crefcant, effe debet
3 18#* + 321 +16
‘%-7 minus quam 9—~<18n; N i‘zn +27> + Qua-
re, pofito n=1, ut minimus prodeat Seriei termi-
nus, cujus eft Terminus in genere ( §.Lxx11.)

18 + 330+ 16
18n* + qgn+ 27

Termini Seriei (F) erunt manifefto crefcentes, fi

3 2

fuerit £ minus quam 077
ueri o q T

> : : 679’
I11° Quod fi ‘; intra limites conftituatur 185 ?
2 67 2

909 i 679" .
atque g ut fit majus quam —g -, minus vero

* .
quam Z; , Series (F) terminis primo conftabit de-

crefcentibus; mutata poftea lege fiet crefcens, per-
gentque termini divergere in infinitum.
Evoluto enim generali Termino



96 SECTIO IL

7' _x_811= + 330+ 16
2 <l8nz + 4n+- 27)

ut prodeat
17 Is4” 2779
180 ° 374 ° 626 &eovrennen (M)

perfpicuum cft quemcunque Seriei (M) terminum

2

minorem fore% , Mmajorem vero priori in ordine

679* ;
LY Exiftente igitur Z intra hos ipfos limites
180 27

conftituto, pronum inferre eft, vel pofito }21 alicui

horumce terminorum ®quali, vel intra duos quof-
r . . .
cunque, fore 2 fingulis antecedentibus majus, fin-

gulis vero fubfequentibus minus. Ufque dum au-

; . * 180 + 331 +16
tem & majus eft quam i( T3 ,
27 2\ 184* + 430+27

termini Seriei decrefcere debent ex I Prop. par-
13

te, contra vero crefcere , i fuerit £ eadem quan-
27

titate minus, veluti in IL* Prop. parte oftenfum
ceft. Ergo, exiltente » numero terminorus: initia-
lium Seriei (M), quorum quilibet minor cft quam

3

p o . .
—2-;7 > Seriei (F) termini ufque ad terminum ordinis

n in-
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« inclufive primo decrefcent, deinde erefcere inci-
pient, pergentque divergere in infinitum . Explo-
rata eft itaque natura gerierum, qua proponeban-
tur. Q. E. F.

COROLL. L
§. LXXIV.

Hinc primo colligimus Binomium quoque Car-
danicum tam in Series divergentes, quam in con-
vergentes evolvi, fola membrorum permutatione ,
Seriefque, qua {S.xx1v.xxvi) continuo crefcentes,
atque valoris infinite magni prodierant , fieri mo-
do decrefcentes, eadem manente Binomii quanti-
tate. Qu‘aé igitur (§.Lxvun) circa quantitates ir-
rationales tum reales cum forma reali contentas
a_eduximus,' ils quoque conveniunt qua, dum va-
lore quidem praditz funt reali , fub forma appa-
rent imaginaria.

n €O-
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COROLL IL

§. LXXV.

Cum igitur Series ab evolutione tum frationum
cum Poteftatum indicis fralti oriunde e divergen-
tibus convergentes evadere poflint , falta tantum
in evolvendis quantitatibus membrorum permuta-
tione, incolumi valore, id inferre licet, cryteria
haud admodum erutu difficilia fore , dignofcendi,
fi quando ad divergentes Series quzﬁibﬁibus dedu-
camur, quibus tranfpofitis in terminis Seriei quan-
titatibus, ut Series fiat convergens , idem maneat
Seriei valor, quicunque tandem ille fit, Etiamfi
enim Seriei quoque convergentis lateret fumma,
terminos faltem aliquot in fummam colligendos
pro fumma ipfa ufurpare liceret . Quod quidem
cum maxime efle poffit in arduis quzftionibus uti-
litatis, Geometris perpendi, atqué excoli fane me-
retur.
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COROLL. IIL

f. LXXVIL

Praterer, cum relatio Series inter infinitas tam.
convergentes quam divergentes, atque quantitates
a quarum cvolutione Series ortz funt, per Theo-
riam fuperius conftitutam, perfpefta modo fit, &
ab omni incertitudine , dubitationibufque vindica-
ta, ratio patet nullis obnoxia difficultatibus no-
dum expediendi, quem ( §. xLI.) memoravimus.
Cum enim Series convergentes @que ac divergen-
tes ab evolutione Fraltionum vel Poteftatum edu-
&z nil nifi quantitates ipfas evolutas exprimant,
Complementorum perpetuo vel explicitorum  vel
implicitorum habita ratione, difficultates, quz ex
incompletis compofitionibus deducebantur , protfus

evanefcunt. .
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COROLL. 1V,

§. LXXVIL

Cum porro quantitates imaginarias in Serics con-
vergentes terminorum realium nequaquam convert:
(§-rxvir ), demonftratum fit , confideratio Seric-
rum convergentium terminis realibus compofita-
rum, in quasBinomium Cardanicum refolvi, com-
pertum eft, cjufdem valoris realitatem denno com-
probare poteft.

SCHOLION I

§. LXXVIIL

Queaftio igitur huc modo redit , ut inveffigetur
utrum i Binomio Cardanico reale id quidpiam,
quod per Seriem realem convergentem exprimitur,
forma quoque finita imaginariis immuni involva-
tur. Si quis lateat reapfe hujufmodi valor in Car-
danica expreffione , certo certius eft a Serie per
evolutionem ejufdem expreflionis eruta, atque ab
imaginariis altu liberata, repetendum effe. -

Equidem hoc unum ex hac univerfa Theoria

conclu-

SECTIO IL 101

concludi pofle videtur, ut eadem Series nonnifi
Binomium reftituere debeat a quo novimus effe
profe(tam . Verumtamen liceat in re perardua Bi-
nomii ipfius valorem quodammodo a forma diftin-
gucre fub qua apparet.

Quid enim eft, cur Series Binomium utique
exprimens, unde ¢t evoluta, formz autem imagi-
nariz implicatione prorfus exemta , valorem fini-
tum, {i quem involvit Binomium , imaginariorum
itidem implicationc immunem , exhibere non pof-
fit? Id proculdubio contemplati funt ii omnes, qui,
poftrema veluti anchora confifi, a Summatione e-
julmodi Semei cafus irvedullibilis refolutionem pen-
dere, cxiftimarunt. Alembertius , vir incomparabi-
Iis, in ea quoque videtur efle fententia, ut cre-
dat, fi Series ¢ Binomio elicita Summari poflit,
reale id Summa proditurum , quod Cardanica for-
ma tegitur, atque continctur.

,, La difficulté eft de Sommer cette ferie; €
elt a quoi on n’a pu parvenir jufqu 'a pre-
fent..veeeenenssees.. Il faut pour trouver I ex-
prefiion reelle de la Racine, ou Sommer la fe-
rie fufdite, ou degager de quelqu’ autre manie-
re [ expreflion trouvée de la forme imaginaire
qui la defigure pour ainfi dire. Ceft a quoi on
travaille inutilement depuis deux cents ans.

( Enciclop. Cas irredudtibile )

»

<
3

k]
kA
»

»

Sum-
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Summa itaque Seriei divette eflt tentanda, nulla Bi-
nomii Cardamici habita confideratione. Vel Series,
prout ipfa eft tum valoris cum forma realis, fum-
ma itidem donabitur finita tum: valoris cum for-
me realis, vel immutatum penitus reftituet Bino-
mium: Cardani . Horum quodcunque accidere po-
natur, vel altu tandem definita erit quantitas rea-
lis, que forma illa imaginaria comprehenditur ,,
vel .direfie tandem demonftratum. erit , nullam in:
Cardanico Bincmio intimius, a femetipfo diver—
fam, involvi quantitatem finitam forma exutam:

imaginaria; quo quidem. quefltioni finem imponere:

licebit. Ad rem..
SCHOLILION I
§ LXXIX.

Quzcunque ex binis: Seriebus (E) vel (F)
( §- rxxrrr. ), quod perinde eft , fummanda feli-
gatur, premittenda funt quadam veluti lemmata,
ut figna alternatim pofitiva & negativa commode:
vitare liceat.. Sumamus itaque Seriem (E), cujus
dirette fumma fit inveftiganda..

PROP.

SECTIO0 1II 103

PR OP XXXIL

§  LXXX.
Seriei (E)
;2 3 . :8.... §
2T, 2.3.8.7° N 2.8:8... 1478 v & (E)
2 234 2.3wn6

{fummam definire
cleventur Binomia 13z, 1~ 37 ad Poteftatem m.
Erit

m(m

-1 '
o 3+ &

m(m— 1)
2

(1 +22)" =1 +(32) +

(32— &e.

Quare Poteftatibus Binomjorum, & feriebus “2qui-
valentibus in fummam redallis , hazc exurget ZE-
quatio

m
(12" =1— 7(32)+ =

(30" *2(‘ =3 +"_’£"_:_._'2f_l)(3()=
e

1 i
Fiat m= '3—; Prodibit
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L@ (=3 2 2582
z 2 T 2 234
L 2eSee 147
2346 &c....

Series {cilicet (E'), quz fummanda proponebatur

QE L
PR OP. XXXIL
§. LXXXL

Summam determinare Seriei (E) (§. Lxxi11.)
a fecundo termino incipiendo

2 2582 25..14%°
2 2.3.4 + m‘ -~ &n......(E)

Ponatur Y fumma feriei

2z, 25147 L 2:5267°
2

2.30.6 2.3u.I0 &c. ool (E)

Atque Series (E') ( §. Lxxx. )
g, 258¢ . 2e5enlgqs
2 2.3.4 2.3u.6

addatur Seriei (E)
Series prodibit manifefto

+ &coeunna. (E)

SECTIO IL 104

" «§e147° +§eenn 267
2 (22 . ZR L B L &)
2 2.3.6 2.3walO

duplum fcilicet feriei (E"). Quare fi a duplo fe-
riei (E") dematur feries (E'), erit quod fupereft
fumma feriei (E). Inventa eft autem fumma feriei

(E) ( §. preced. ) =

P () @m0
2 2

Seriefque (E") pofita eft Y. Ergo fumma propofi-
te feriei (E) zquabitur

(1) | (1—32)
-+ -+
2 2

2Y =1
Q. E L
COROLL
§. LXXXIL

Pendet itaque Seriei (E) valor a valore Y fe-
riei (E) ex terminis pofitivo figno affeltis coale-
{centis.

o PROP.
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P R O P. XXXIIL

§. LXXXIIL

Hifce pofitis valorem Y feriei (E") inveltiga-
re. Quoniam conftitutum, eft

Y :A_Zg _'_2-5--‘4’(,‘_& 2.5.....z6z:o+ 2.5.....381:1 &

: Caien
2 2.3.6 2.3w.. 10 2-3u. 14

multipliciter Alquatio per %(‘”dz, & fumantur

Integralia, ut prodeat

1oL 2 240 TIH? 2.8....237260
—f(Yor—73 — e - - o
3f( Z2772dz) 2 P 2.3..10 +&e

Rurfus multiplicetur hzc Aquatio per 73, fum-
tifjue differentialibus, dividatur per dz; Erit

B g 25230
3‘12,» =24+ 203 -+ 2509 —+ &C wuane

Sumtis denuo AEquationis differentialibus , fiat di-
vifio per dz, ut fit

_.L » z"’3f(}‘7'(‘7:3dz)
3dz - ( dz )

1I

I+

SECTIO IL 107
250 0120 2.5...237°  2.5.n357"
1 2.3.4 2.3..8 - 2.3l 2 + e

—4:3 .
Multiplicetur demum Aquatio per S 3 z‘, & {u-

mantur Integralia. Fa@la deinde multiplicatione
per ', prodibit

2% g~ . 32435 (Yz7dz)
7 (o (5=

2.3.87%  2.5..202°  2...322"
-+ e + -
2.3.4 2.3wuS 2,312

— I

4 &ceuen(ED)

Perfpicuum eft autem binas feries (E™), (F") fimul
{umtas zquari feriei (E'), demta unitate; Cum-
que feriei (E') definitus fit valor ( §. Lxxx1.), po-
natur js = Z. Erit manifefto Alquatio

13 -
?’; f ch (47\"‘3_/ (Y77 73dz2)=3Y7- x)} +Y +1-Z=o

Quare fafta multiplicatione per 3'77** , & peratta
differentiatione, abit Aquatio in hanc

g7 d f (Y7 d:) +3Y72de +9x™ dY =3+ %Y

o~ S’ngy._zﬁdz-.._34 Zf.‘l 4 K‘l’-s Z=0

02 Et
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Et fafta iterum multiplicatione per z**, atque dif-
ferentiatione, pofita dz conftanti, prodibit
Aquatio differentio — differentialis in ordinem reda-
&ta hac

(1+ 97)ddY + 127 dVdz— 2Ydzg} —2dz}
— 9B e a0 L =0

vel hzc, fuffeCto valore Z,

(1 +972)ddY + 1272dYdz —2Ydg — (1 +37)75

d2—(1—32)7" d =0 weveeenenns (T)
in qua poft integrationem ponendum eft
3 1
e = 2 V(21

T3 Y N7 4
(§ xx1.)
Ad integrandam formulam (T), facile invenitur
Aquationi fatisfacere hanc
- 13 —— 1
v, 3o (=g o
4 4

Ergo pofita Y =y — (r+32)  (1—32)"
4 4
in Formula (T), prodit hujufmodi Aquatio
(1 +97) ddy+ 127dydz —2y47 =0 ........ (B)
que, falta de more y = e’%, vertitur in hanc,

exiftente e quantitatc , cujus log. us hyperb. eft
unitas,

(1—

SECTIi0O IL 109

(9 dte (1 +92* ) Pdy + 1282d2 = 2d2 = 0
ceeenne (T)

. . 34w . . .
Fiat modo 7 = i_ P Hquatio (T') hanc in-

duit formam {impliciflimam

. ]
hoc eft, falto z = ~ —5 , hanc

du — gd» i
1 +4* - I+ o seteete e, (T )

cujus eft integrale completum
(1 —Au)(30 — o) ~(A+u)(1 =3 «)=0

exiftente A conftanti arbitraria ; five hujufmodi,

{ubftituto in z valore #,

(1+3A2) (3o — o) —(A~ 32) (1~ 3.4*) = O vssssesne (V)

Sit jam Z valor ipfius » in z, & conftantes ex re-

lationis AEquatione (V) definiendus.

],(35 dz+ Z\d( - B

32+Z 1+

erit & = ;:_—9;; 5 atque y = ¢

3dz +7d
S e

4 4
Quod integrale erit completum Aquationis (T)

03 exi-

ideoque

Y==e
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exiftentibus A, in ipfa expreflione Z' contenta, at-
que B conftantibus arbitrariis . Inventus proinde

eft valor ¥ Scncx (E"). quemadmodum  propone~
batur.

QEL
COROLL.
§ LXXXIV..
Cum autem fit Seriei

o

2 2.3-4- 2.3:4ueue6

valor ( §. LxXXTI.)

syl “;3‘" ys (13

22” %_.5:—8£J+ —+ 2;5.8“..‘x 42’6 - &:C' aeGeote ( E.)‘\l

erit profeQto, fubftituto valore: Y, futﬁma quelita:
3{‘1'2' #Zd'z )
f () B
Lol FETTTTRES (I‘)

in qua po{t integrationem ponaturz = -—\/ 2oL,
27 4

SCHO-

SECTIO 1. 11t

SCHOLION.
§. LXXXV.

Statim ac vel ad purum integrale ZEquationis

dbl da "
- = '3""0-1--(’1‘)

1+ I+o*

attendamus, in feriei noftrz valorem (») rurfus
Cardanicam formam invehi debere , ex €0 cogno-
fcere licebit , quod manifefto agatur de invenien-
da tangente o Arcus fubtripli ejus, qui tangentem
habet # in circulo, cujus eft femidiameter unitas.
Nam, exiftente # Arcus tangente , erit ejufdem

1 ]
Arcus Cofin. = m, atque Sin. = N2 )

ideoque Cofin. Anguli fubtripli
1 (I-’-u\/—' s (1Y g —1)
Z(Va0) T a(NE) ) =
vel, cum fit » = = 3% ( § LXXXIIL. s
= _},(‘ —324/~ 1)‘= 1(1+3 V-1
2 (Va9 ) 2 (V(+92)

eft autem -—\/(1 ~ ¢) ejufdem anguli fubtripli Tan-
gens.
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gens. Ergo « = {-\/(x-—o‘), & proinde Z manife-
fto in formam incidit Cardanicam imaginariis im-
plicitam. Quare valor realis (4) ( §- praced. ) fe-
el ex Binomio Cardanico eduttze , direfte inven-
tus , etiamfi feries imaginariis (it penitus immu-
nis, eadem ipfa, qua Cardanicum Binomivm, ima-
ginariorum implicatione afficietur , formamque
rurfus induet imaginariam. Formulam itaque ()
ulterius evolvere, fupervacaneum effe arbitror.

Cum aliquid de eadem /iiquatione (T) ( §.
rxxxtir. ) fummo Geometrz de la Giange pet-
fcripfiffem , in litteris ad me datis, pro eaqua in
me eft humanitate, refpondit, fe quoque ad Inte-
grale completum devenifie hujus forme

123 113
YA (x +3z.V——~ [> + B (I r—gz.\/.—‘ 1)
(-3 (=39
4 4
exiftentibus A & B conftantibus arbitrariis. Id ip-
fum invenit CL de Malfartsi Analylta acurtiffimus ,
cui formule differentialis pariter copiam feceram,

atque integrale Aquationis (B) { §.Lxxxr1r, ) ex-
hibuit imaginariis itidem involutum.

CO-
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COROLL. L
§. LXXXVL

Hifce igitur hucufque conftitutis , apodictice
confefum eft, Expreflionem Cubicz Aquationis ,
Cardanicam nuncupatam, nullam in fe complelti
quantitatem finitam imaginariorum implicati.one
immunem, & proinde tuto concludendum , Bino-
mium Cardanicum , in cafu vulgo irrcdu&ibili.,
walovis effe neceffario vealis forme autem necefavio

aMagInArie .
SCHOLION L
§. LXXXVIL

Fruftra itaque methodum inveftigarl , qua ,
cafu Aquationis tertii gradus vere ?rredu&ibili
(§ 1.1 )5 radix realis ab imaginariorum pre-
fentia liberata algebraice exhiberi poflit , pronum
colligere eft , id rei natura nequaquam ferente .
Quid inde vero detrimenti Analyfeos tum preitan-
tiz cum perfedtioni derivetur, me certe latet, q.uaﬁ
radix minus algcbraica, atque in Tranfcendentium

cenfu haberi debeat, veluti quibufdam vifum eft,
qua
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quz imaginariis quantitatibus implicatur, incolumi
penitus radicis realitate.

SCHOLION IL
§. LXXXVIIL

Propterea longe abeft, ut inter Cubicas repu-
tanda fit Aquatio , quam Clarifs. Nicole primuny
refolvit, exiibuitque in A&is Ac. Scient. Parif, ad
an. 1738, 1740, videlicet

perinde ac fi a cafu irredudlibili erepta foret (En-
ciclop. Caf. irreduélibie ). Pari cnim jure tums
hzc infinities generalior

p 1 1%
N R (L
? n np -

cum aliz bene multz , quas r:folvimus , atque

hand ita pridem Hiuftrifs. Societati Scient. Bono-
nienfi obtulimus , ab irredu@ibilitatis cafu velut
exempte cenfiderari deberent. Etiamf Aquationes
tertii gradus refolubiles tum PBrecl. Nicole, cuay
nobis inventz radicibus revera praditz fint reali-
bus, inzqualibus, atque incommenfurabilibus, at-
tamers

SECT10 1L TIg

tamen ad cubicas aquationes nequaquam pertine-
re, ex co conjici poteft, quod neque ? & g fint
rationales ( §. 1. ), neque divifore careant irra-
tionali ( §. 11.).

In hoc ferme numero xquationes omnes ter-
tii gradus

X—px + g = o
in quibus p?:27 eft ad ¢*: 4 in duplicata ratione
K. 360° .260°
—-——jn ° , five K. 360

2% 5
habenda funt, quarum radices reales algebraice
exprimi pofle , demonftravit Vir fammus /ey,

finus totius ad Co-finum Anguli N

bertius ( Vid. Com. Acad.Sc. Berolin. ad An.1746.):

Vel zquationes in genere, quz ab Arcuum circy-
larium  trife@ionibus diverfimode per geometricas
conftruétiones derivari queunt, refolubiles quidem ,
& radicibus tum realibus cum inzqualibus, atque
incommenfurabilibus donatz , in cafuum tamen
vere irredutibilium cenfu nequaquam enumerande .

SCHO-
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SCHOLION IIL

§. LXXXIX.

Si quid novaz lucis in penitioribus tam Cubi-
carum zquationum , quam Serierum infinitarum
myfteriis, noftra hzc atruliffe cognoverint Sapien-
tiores, Operz id nobis erit pretium, atque orna-
mentum.

F I N1,
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